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Introduction

La premiére partie de ce document expose mes contributions en chimie quantique.

La majeure partie de ces travaux (publications [EC11, EC13, EC15, EC21, EC22, EC29])
porte sur la résolution numérique des deux modeéles de structures électroniques les plus
utilisés a I'heure actuelle, a savoir les modéles de Hartree-Fock (section 1.1)) et de Kohn-
Sham (section 1.2)). Bien qu’issus de considérations fonciérement différentes, les modéles
de Hartree-Fock et de Kohn-Sham ont une forme mathématique similaire : dans les deux cas
il s’agit de problémes d’optimisation sous contraintes, dont les équations d’Euler-Lagrange
s’écrivent comme un probléme aux valeurs propres non linéaire. Les algorithmes de résolu-
tion de ces modéles implémentés dans les codes académiques et commerciaux actuellement
disponibles sur le marché présentent de sérieux défauts de convergence : il arrive parfois
qu’ils ne convergent pas et il arrive souvent qu’ils convergent vers un point critique qui
n’est pas un minimum global, ni méme dans certains cas un minimum local. Durant ma
thése, j’ai mis en évidence les raisons intrinséques pour lesquelles ces algorithmes ne fonc-
tionnaient pas correctement. Par la suite, j’ai mis au point en collaboration avec Claude
Le Bris! une nouvelle méthode de résolution du modéle de Hartree-Fock, basée sur une
technique de relaxation des contraintes, qui s’est avérée trés efficace : elle converge incon-
ditionnellement vers un minimum local qui, dans tous les cas testés jusqu’a présent, semble
étre le minimum global. En outre, cette méthode a pu étre adaptée a la résolution du mo-
déle de Kohn-Sham (travail en collaboration avec Konstantin Kudin?, Gustavo Scuseria?
et Gabriel Turinicil), et fournit la-encore des algorithmes plus performants que ceux qui
étaient utilisés jusqu’alors.

La section 1.3 (article [EC24]) présente un probléme variationnel issu de la chimie quantique
dont la formulation mathématique est assez originale. Il s’agit de minimiser la fonctionnelle
d’énergie de Hartree-Fock EFF(¢1,---, ¢n) o les ¢; sont des fonctions de H'(RR3) sur
I'ensemble des {41, -+, ¢n} qui sont les N premiers vecteurs propres orthonormeés d’un
opérateur de Schrodinger sur L?(IR?), i.e. d’'un opérateur de la forme —A + W ot W
désigne un potentiel local (un opérateur de multiplication). Le potentiel W qui génére
les ¢; qui minimisent E7F (¢1,---, pn) est appelé Voptimized effective potential (OEP).
Ce probléme a été identifié dés les années 1950 mais connait depuis quelques années un
regain d’intérét important car il trouve des applications dans le cadre de la théorie de
la fonctionnelle de la densité. Les méthodes de calcul numérique de 'OEP actuellement
utilisées connaissent des problémes de convergence qui viennent du caractére mal posé (au
sens mathématique) de ce probléme : on ne sait pas dans quel espace fonctionnel chercher
W de facon a obtenir des bornes sur les suites minimisantes. Avec Adel Ben Haj Yedder!
et Claude Le Bris, nous avons construit une formulation “faible” du probléme de I’'OEP
dans laquelle n’intervient plus explicitement le potentiel W et qui, elle, est bien posée.
Nous avons ensuite montré dans un cas simple, que la solution “faible” de ce probléme
permettait de reconstruire un potentiel W “optimal”.

La section 1.4 (article [EC25]) expose la mise en ceuvre d’une méthode d’analyse des résul-
tats de calculs de structures électroniques proposée tout récemment par Andreas Savin®.
Les calculs de structures électroniques conduisent en effet a la détermination d’une fonction
d’onde difficilement interprétable a I’état brut (il s’agit d’une fonction de L?(IR3Y) a valeurs
dans R ou C, N désignant le nombre d’électrons du systéme). La méthode en question

consiste & déterminer & partir de la fonction d’onde les domaines €2 de I’espace physique
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R? qui sont des maxima locaux de la probabilité de trouver v électrons (0 < v < N) dans
Q. Andreas Savin a mis en évidence que dans le cas d’'un atome, ces domaines permettent
de fonder rigoureusement le concept de couche électronique. Il conjecture que dans le cadre
moléculaire les domaines obtenus pourront étre interprétés comme les emplacements des
paires libres d’électrons, des liaisons chimiques covalentes (simples pour v = 2, doubles pour
v = 4 ou triples pour v = 6), des liaisons ioniques, ... Ceci permettrait de jeter un pont
entre la description quantique, trés riche mais abstraite, et la représentation traditionnelle,
plus pauvre mais plus accessible & 'intuition chimique, d’un systéme moléculaire. Au dela
de l'intérét théorique de cette démarche (donner un sens rigoureux a des concepts efficaces
mais un peu flous de la chimie), réside l'objectif de faciliter 'interprétation des calculs
de chimie quantique par les chimistes théoriciens et expérimentateurs. Renaud Keriven?,
Francois Lodier® et moi-méme avons, dans le cadre d’une collaboration avec Andreas Savin,
réalisé un code numérique d’optimisation de forme basé sur une méthode de level set en
dimension 2 permettant de calculer les domaines en question pour une molécule linéaire®
et pour une fonction d’onde issue d’un calcul Hartree-Fock. Les résultats obtenus sont trés
encourageants; le développement d’un code 3D permettant de traiter des molécules de
géométrie quelconque et des fonctions d’ondes multi-configurationnelles est en cours.

La deuxiéme partie de ce document résume mon activité dans le domaine de la dynamique
et du controdle des systémes quantiques et de systémes couplés classiques-quantiques.

La section 2.1 présente des résultats d’analyse mathématique, obtenus avec Claude Le
Bris, concernant (article [EC09]) ou reliés a (article [EC04]) la modélisation des systémes
moléculaires isolés ou soumis & l'action d’un champ électrique extérieur. Cette section
contient également une introduction aux divers modéles utilisés pour décrire I’évolution en
temps de systémes moléculaires, qui permet de mettre en perspective notre étude.

Le controle par laser des processus moléculaires est ’objet des sections 2.2 et 2.3. Il s’agit
d’un domaine de recherche en physique trés actif en raison de ses fascinantes perspectives
d’applications. Les modéles sous-jacents sont de la forme

i 0,0 (t) = HyU(t) — E(t) - DU(t) (1)

ou U(t) désigne I'état du systéme a instant ¢ (typiquement ¥(t) € L*(R%, C)), Hy 'Ha-
miltonien du systéme libre, D I'opérateur dipolaire électrique, et £ le champ laser qui joue
le role de variable de contréle. Dans certains cas, Hy pourra étre un opérateur non linéaire,
et opérateur D pourra dépendre de £

La section 2.2 est consacrée a ’étude théorique d’un probléme de controle optimal sur une
équation de type (1). Elle est issue d’une collaboration avec Claude Le Bris et Mathieu
Pilot (publication [EC14]).

La section 2.3 synthétise des travaux sur le controle par laser de l'orientation d’une molé-
cule linéaire, typiquement la molécule d'HCN (articles [EC17, EC18, EC20]). Cette étude
a été effectuée dans le cadre d’une collaboration entre mathématiciens appliqués du CER-
MICS (Anne Auger, Adel Ben Haj Yedder, Claude Le Bris et moi méme) et physiciens
du laboratoire de photo-physique moléculaire de I’Université Paris Sud (Osman Atabek,
Claude Dion et Arne Keller).

La section 2.4 concerne la résolution numérique de ’équation de Gross-Pitaevskii. Il s’agit
d’une équation de Schrodinger non linéaire modélisant un condensat de Bose-Einstein. Ce
travail a été effectué avec Claude Dion (article [EC23]).

{CERMICS, Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, et projet Odyssée, INRTA
SCERMICS, Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, et projet Micmac, INRIA
SPar définition, une molécule linéaire est une molécule dont les atomes sont alignés.



La troisiéme partie de ce document présente essentiellement des travaux récents ou en cours
qui donnent un éclairage sur mon activité présente et mon projet de recherche et s’articule
autour du théme du changement d’échelle : comment obtenir les propriétés d'un systéme
macroscopique a partir des lois élémentaires qui décrivent son comportement & 1'échelle
microscopique ? Cette partie déborde donc largement du cadre de la chimie quantique
dans lequel j’ai effectué ma these, et méme, en ce qui concerne la section 3.3, du domaine
de la simulation moléculaire.

Dans des cas trés particuliers, le passage du microscopique au macroscopique est relative-
ment simple, comme en témoignent les deux exemples suivants. Pour un gaz peu dense a
I'équilibre thermodynamique et pour certains types de calculs (détermination du spectre in-
frarouge, de la chaleur spécifique, ...), on peut en effet considérer chaque molécule comme
quasiment isolée; les formules de la physique statistique se simplifient alors considéra-
blement et on peut les exploiter pour déterminer des grandeurs macroscopiques a partir
de calculs a 1’échelle moléculaire effectués sur une seule molécule de chaque espéce. En
outre, des calculs moléculaires de sections efficaces de collision permettent d’avoir acces
aux coefficients de transport macroscopiques (diffusion d’une espéce chimique, conductivité
thermique, viscosité, ...). Le deuxiéme exemple est celui d’un cristal parfait pour lequel des
grandeurs macroscopiques comme sa loi de comportement élastique a température nulle,
son caractére conducteur, semi-conducteur ou isolant (ainsi que la largeur du gap), son
spectre de phonons, ... peuvent étre déduits directement de calculs & 1’échelle atomique.
Dans ce cas, c’est la périodicité du systéme qui permet de simplifier les expressions.

La situation est plus compliquée pour les phases condensées désordonnées (liquides et
solides amorphes) et pour les solides cristallins réels (cristaux présentant des défauts, po-
lycrystaux) car les formules de physique statistique ne se réduisent pas a des expressions
simples a évaluer.

Pour certains systémes comme des liquides simples, la dynamique moléculaire peut étre
utilisée pour échantillonner 1’espace des phases de 1’échelle microscopique selon une cer-
taine densité de probabilité. Cela permet de calculer des grandeurs thermodynamiques
macroscopiques comme des énergies libres ou des coefficients de transport. La dynamique
moléculaire peut alors étre vue comme une alternative aux méthodes de Monte Carlo.
On comprend donc intuitivement qu’il n’est pas nécessaire de simuler la trajectoire avec
beaucoup de précision (et donc avec des méthodes numeériques trés coiiteuses en termes
de temps de calcul) puisque seule la propriété d’ergodicité du systéme dynamique (i.e. le
fait qu’une trajectoire générique échantillonne I’espace des phases avec la bonne densité de
probabilité) est exploitée. Notre objectif est d’effectuer ’analyse numeérique de ce probléme.
Les premiers résultats dans ce sens (articles [EC26, EC27], en cours de rédaction) ont été
obtenus dans le cadre d’une collaboration entre deux projets INRIA, le projet ALADIN
(Francois Castella’, Philippe Chartier® et Erwan Faou®) et le projet MICMAC (Claude Le
Bris, Frédéric Legoll?, Gabriel Turinici et moi-méme). Ils sont présentés a la section 3.1.

Les modeles QM/CM (Quantum Mechanics / Continuum Model) dont il est question a la
section 3.2, permettent de décrire par un modeéle quantique un systéme chimique de petite
taille (une centaine d’atomes) en solution dans une phase liquide, situation extrémement
courante tant en chimie qu’en biologie. Les molécules de solvant y sont représentées par un
continuum diélectrique de permittivité égale a celle du solvant a 1’échelle macroscopique.

"IRMAR, Université Rennes I

8Projet Aladin, INRIA
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Il s’agit donc en quelque sorte d’'un modéle de champ moyen. La section 3.2 décrit briéve-
ment des travaux effectués avec B. Mennucci'® et J. Tomasi'? sur les modéles QM/CM et
leur extension aux solvants ioniques (liquides physiologiques) et aux solvants anisotropes
(cristaux liquides, matrices cristallines). Les articles [EC05, EC06, ECO7| et [EC16] sont
d’ordre méthodologique. Ces travaux ont aussi donné lieu & trois publications présentant
des cas d’applications sur divers systémes chimiques [EC01, EC02, EC12] et ont été intégrés
a deux articles de revue sur les modéles de continuum, 'un & ’attention de la communauté
des mathématiciens [EC10], 'autre & celle de la communauté des chimistes [EC03].

Le passage direct de 1’échelle atomique & 1’échelle macroscopique par 1’évaluation numé-
rique de formules de physique statistique n’est possible que pour des systémes “simples”, a
I’équilibre thermodynamique local, ne présentant pas de sous-structures organisées a des
échelles mésoscopiques. Or en science des matériaux, et bien davatange encore en biologie,
les systémes les plus intéressants présentent des sous-structures mésoscopiques a plusieurs
échelles (atome, acide aminé, protéine, membrane cytoplasmique, cellule, tissu, organe).
Pour tenter de faire passer I'information de 1’échelle microscopique a l’échelle macrosco-
pique, on peut utiliser
— des modeles hiérarchiques si les échelles sont bien découplées (a chaque échelle, on
développe un modéle dont les paramétres sont callés par des simulations numériques
aux échelles inférieures, ou sont déduits d’arguments mathématiques - homogénéisa-
tion - ou de données expérimentales) ;
— des modeles multi-échelles si plusieurs échelles sont sont interdépendantes (un méme
modeéle permet a deux ou plusieurs échelles de communiquer).
Dans la section 3.3 seront présentés des résultats théoriques obtenus avec I. Catto!! et Y.
Gati'? (article [EC28], en cours de rédaction) concernant un modéle multi-échelle décrivant
la rhéologie d’une suspension concentrée. Des travaux numériques sur ce modele sont en
cours, en liaison avec des travaux expérimentaux effectués au Laboratoire Central des Ponts
et Chaussées (LCPC) sous la direction de Philippe Coussot!?.

Afin de rendre ce document aussi autonome que possible, j’ai essayé de replacer chacune
de mes contributions dans son contexte (parfois mal connu des mathématiciens). C’est ce
qui explique la relative longueur de certaines sections.

7, aboratoire de Chimie et de Chimie Industrielle, Université de Pise, Ttalie
YCEREMADE, CNRS et Université Paris IX Dauphine
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3L MSGC, Unité mixte de recherche CNRS/ENPC/LCPC
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En outre, deux étudiants actuellement en stage de DEA sont susceptibles de commencer
en octobre 2003 une thése que je dirigerai ou que j’encadrerai pour partie.

YT aboratoire Jacques-Louis Lions, CNRS et Université Paris VI
5UFR de Mathématiques, Université Paris VII



1 Calculs de structures électroniques

La détermination de I’état électronique fondamental, c’est-a-dire de I’état de plus basse
énergie, d'un systéme moléculaire est le probléme central de la chimie quantique. Il consti-
tue une étape préliminaire incontournable & la détermination de toute propriété physico-
chimique du systeme étudié.

On utilise ici le systéme d’unités atomiques obtenu en imposant

1
4meg

=1

(me désigne la masse de l'électron, e la charge élémentaire, h la constante de Planck
réduite i = h/2m, et ¢ la constante diélectrique du vide). L'unité de masse vaut alors
9.11 x 1073! kg, I'unité de longueur (notée ag et appelée rayon de Bohr) 5.29 x 10~'! m,
I'unité de temps 2.42 x 107! s, et 'unité d’énergie (le hartree, noté Ha) 4.36 x 1078 J,
soit 27.2 eV. Ce systéme d’unités permet d’une part de simplifier ’écriture des équations et
d’autre part de travailler & 1’échelle moléculaire avec des valeurs numériques accessibles a
I'intuition : ainsi la “distance moyenne” entre 1’électron et le noyau de 'atome d’Hydrogéne
vaut 1 et I’énergie du fondamental —0.5. La vitesse de la lumiére vaut 1/a dans ce systéme
d’unités (ol « est la constante - adimensionnelle - de structure fine), c’est-a-dire environ
137.

Considérons un systéme moléculaire constitué

1. de M noyaux atomiques, dont on désignera par zi,---,Zps les variables positions
(Z, € R?) et par 2, - -,z les charges électriques (2, € IN* en unités atomiques) ;

2. et de N électrons décrits par une fonction d’onde notée 1.
La formulation mathématique du probléme de la détermination du fondamental électro-

nique s’écrit alors : pour une configuration donnée (Zi,---,Zys) des noyaux (les Zy jouent
donc ici le role de parameétres), calculer

1
W(Ela 7i'M) :U(Ela 7i'M)+ I — (2)
1<k<I<M |z — 7
ou i
U@, o) = inf{w,H{xk}w, peH, [l =1}, 3)
] N 1
H{xk} — Z Afm Z Z Z (4)
o2 i—1 k=1 |$1 - $k| 1<i<j<N |zi — ]’
N
"=/ H (R
i=1
L’énergie U(Z1,---,Z ) est appelée 'énergie électronique fondamentale du systéme dans la
configuration (1, - - -, ) des noyaux. Un minimiseur de (3) est appelé un état électronique
fondamental.

Le modéle ci-dessus est obtenu & partir de I’équation de Schrédinger décrivant la dynamique
de toutes les particules en présence (noyaux et électrons) en séparant les échelles corres-
pondant au mouvement des noyaux de celles correspondant aux mouvements des électrons
(approximation de Born-Oppenheimer) et en supposant qu’a tout instant, les électrons sont
dans leur état fondamental. Cette approximation est justifiée par la différence de masse
entre noyaux et électrons, les premiers étant de 1836 (pour le noyau d’Hydrogeéne) a plus



de 400000 (pour le noyau d’Uranium) fois plus lourds que les derniers; il en résulte que
les électrons sont régis par une dynamique rapide qui leur permet de relaxer plus vite que
les noyaux.

Le potentiel W (zy,---,zpr) correspond au potentiel effectif dans lequel se meuvent les
noyaux. Il comprend deux termes :

1
1. le terme Z ——— décrit la répulsion internucléaire (forces de Coulomb);

1<k<I<M [z — 2|
2. le terme U(Z1,- -+, T ) représente le potentiel effectif per¢u par les noyaux da a la

présence du nuage électronique.

La valeur du potentiel U en un point (%1, --,Zy) € R3M est obtenue en cherchant le
fondamental de I’Hamiltonien électronique H {7k} sur espace #. Rappelons que la notation

N
N\ H'(R?)
=1

désigne I'espace vectoriel des fonctions ¢ : (R*)M — R (ou C) qui vérifient

N
/RSN <|1/J(x1,x2,---,x]v)|2+zinw(xl,xg,---,xN)P) dzy---dry < +o0
i=1

et
P(@p(1)s Tp(2)s > Tp(wy) = (1) (1,0, 2),

ou p désigne une permutation quelconque des indices et €(p) sa signature. A une fonction
d’onde ¢ € H vérifiant la condition de normalisation |[4||;2 = 1, on associe la fonction

pe) :N/Rs(N—l) ‘¢($’$2""’$N)|2 dzg---dry (5)

représentant la densité électronique dans I'espace physique R?® d’un systéme de N électrons
décrit par la fonction d’onde 9. La densité p est une quantité mesurable expérimentalement
(par diffusion de rayons X par exemple).

Le premier terme de H{Z+} correspond a Iénergie cinétique des électrons (A, désigne le
laplacien par rapport a la variable z; € R?), le deuxiéme a Dinteraction coulombienne
noyaux-électrons et le troisiéme a la répulsion coulombienne interélectronique.

A dessein, on a omis les variables de spin qui ne jouent aucun role dans les développements
ci-dessous.

L’hypersurface de R**1 définie par la fonction (Z1,---,Zy) = W(&1,---,Z)) est ap-

pelée surface fondamentale de Born-Oppenheimer du systéme. On verra ultérieurement
comment exploiter la connaissance de cette surface pour calculer certaines propriétés des
systémes moléculaires (section 3.1) voire pour controler leur dynamique (section 2.3). Dans
cette premiére partie, on s’intéresse exclusivement au calcul de cette surface.

Concentrons nous donc sur la résolution du probléme électronique (3) pour une configura-
tion donnée des noyaux, qu’on récrit pour simplifier les notations sous la forme

inf {(¢, HY), Y eH, |l =1} (6)
avec
N
"=\ H (R
=1
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N N 1

H=-Y sA 43 V) + Y

|z — z]

i=1 i=1 1<i<j<N
Moo
V(z) = - Z —
k=1 ‘l‘ - $k|

les Zj, étant ici des paramétres de R?.

En raison de la taille de I’ensemble des fonctions d’onde admissibles, on ne peut attaquer
directement la résolution numérique de ce probléme de minimisation que pour les systémes
les plus simples (un ou deux électrons). Pour des systémes chimiques plus complexes, on
dispose essentiellement de deux classes de méthodes d’approximation :
— les méthodes de fonctions d’onde [32, 47|, dont I’archétype est le modeéle de Hartree-
Fock (section 1.1);
— et les modeles de Kohn-Sham |21, 51| issus de la Théorie de la Fonctionnelle de la
Densité (section 1.2).
Signalons cependant que des méthodes stochastiques (Quantum Monte Carlo) [29] ont
également été développées.

1.1 Reésolution numérique du modéle de Hartree-Fock

Le modeéle de Hartree-Fock a fait I'objet de plusieurs travaux mathématiques de premier
plan dans le domaine des équations aux dérivées partielles, notamment [44] et [45]. I s’agit
d’une approximation variationnelle du probléme électronique (6) consistant a restreindre
I’ensemble de minimisation {¢) € H, ||¢| ;2 = 1} & 'ensemble des déterminants de Slater,
c’est-a-dire aux fonctions d’onde 9 qui s’écrivent sous la forme

$1(z1) - ¢i(zN)
1 ' .
én(z1) - on(zN)

Blar, e n) = — det(di(z;)) =

VN (7)

oil les ¢; sont des fonctions de H'(IR?) appelées orbitales moléculaires vérifiant les condi-

tions d’orthonormalité (pour le produit scalaire L?) /3 $idj = d;j. On note
R

WN:{(I):{¢i}1<i<N7 ¢i € H'(R?), /R3¢i¢j:51'ja 1§Z}j§N} (8)

I’ensemble des configurations de N orbitales moléculaires. En désignant par Sy ’ensemble
des déterminants de Slater

Sx={ven 0= (bhooy €Wn ¥ = det(dilz)].

le probléme de Hartree-Fock s’écrit donc

inf{<¢aHT/}>a 1/} ESN}' (9)

Pour % de la forme (7), on a

(i, Hy) = "7 (@) (10)
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avec

—~2J/r ! R3 2 Jr3JRr3 |z -yl
1 75 (2, 1)?

——— —72 _dxd

2/ /R3 iz -y Y

N
ou 7 (z,y) ZQSZ ) di(y) et pa(z) = 7(x,2) = Z |pi(x)|? (cette définition de pe(z)
i=1
coincide avec la deﬁnltlon (5) de la densité p pour les fonctions d’onde qui s’écrivent
sous la forme d’un déterminant de Slater). Dans le membre de droite de la fonctionnelle
d’énergie (11), le premier terme représente 1'énergie cinétique de la fonction d’onde et le
deuxiéme terme l’'interaction électrostatique entre noyaux et électrons. La répulsion inter-
électronique se manifeste dans le troisiéme terme, qui peut s’interpréter comme I’énergie
coulombienne classique de la densité électronique p, ainsi que dans le quatriéme terme,
dit terme d’échange, qui est d’origine quantique et résulte de I'antisymétrie de la fonction
d’onde. On peut donc écrire le probléme de Hartree-Fock sous la forme

inf {£717(®), @ ewy}. (12)

Notons qu’en simplifiant I’ensemble de minimisation, on a compliqué la fonctionnelle d’éner-
gie a minimiser, puisque celle-ci a perdu son caractére quadratique.

Les équations d'Euler-Lagrange associées au probléme (12) s’écrivent

_1 . . i L T{)(',y) ) _ al o
2A¢z + V¢z + <P<I>* $|> ¢z /R3 ‘ ._y‘ ¢z(y) dy —;AUQS]

/R3 bij = dij

Remarquons que les multiplicateurs de Lagrange A;; forment une matrice symétrique.
En utilisant I'invariance de la fonctionnelle de Hartree-Fock vis-a-vis de la tranformation
® — ®U pour toute matrice unitaire U € U(N), on peut diagonaliser la matrice des ;.
L’ensemble des points critiques de (12) peut donc étre obtenu en faisant agir le groupe
U(N) des matrices unitaires sur l’ensemble des solutions du probléme

_1 . . i L T(I)(',y) . S
2A¢z + V¢z + <p<I> * |$> ¢z A3 | ] _y| (y) dy = Ez¢z

o bidj = dij.

On reconnait en (13) un probléme aux valeurs propres non linéaire.

Les propriétés mathématiques connues du modeéle de Hartree-Fock (12) ont été établies
par Lieb et Simon [44] et complétées par Lions [45]. L'existence d'un fondamental Hartree-
Fock est ainsi prouvée pour les ions positifs (Z := Z,]X[:l zp > N) et les systémes neutres
(Z = N); on sait en outre que pour tout fondamental, les ¢; intervenant dans les équations
de Hartree-Fock (13) sont nécessairement les N plus petites valeurs propres (comptées avec
leur multiplicités) de 'opérateur auto-adjoint

1 1 T(I)(',y)
——A+V+< *—>—/ dy.
5 P 2 m‘_m°@)y
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Par ailleurs, la non-existence d’'un fondamental Hartree-Fock pour les ions “trés négatifs”
comportant un nombre M de noyaux vérifiant M < N —2Z (cette inégalité étant satisfaite
par exemple pour l'ion H?") est prouvée dans [43]. Dans la situation intermédiaire ou le
systéme est un ion négatif mais pas “trés négatif”’ au sens défini ci-dessus, aucun résultat
d’existence ou de non-existence n’a été publié. Signalons enfin que l'unicité de la densité
(modulo les invariances par symétrie) reste un probléme totalement ouvert.

Discrétisation du modéle de Hartree-Fock

Pour calculer numériquement 1’état fondamental Hartree-Fock, on utilise généralement une
approximation de Galerkin : on approche le probléme (12) par

inf {77 (@), ®ewyW)} (14)

WN(V): {@:{¢i}1<i<Na ¢i€va /;{3 ¢Z¢J:6237 1§27]§N}a

oil V est un sous-espace de H'(IR?) de dimension finie Nj. Soit {Xu}1< <, une base de V
(la construction de bases adaptées aux calculs de chimie quantique est expliquée dans [32]
et dans [EC30], section 24). A ® = {¢;} € Wyn(V), on associe la matrice C € M(Ny, N)
rassemblant les coefficients des ¢; dans la base {x,} :

Ny
V1<i<N, ¢i($)zzomxu($)-
pn=1

Le probléme (14) s’écrit alors
inf{EHF(CCT), C e M(Ny,N), CTSC = IN} (15)

ou Iy désigne la matrice identité de rang N et S € Mg(Np) la matrice de recouvrement

des fonctions de base :
S;w = A3 XuXv-

La fonctionnelle d’énergie discrétisée est donnée par ’expression

VD€ Ms(Ny),  E"T(D)=1Tr (kD) + L Tx (G(D)D).

avec

1
hyuw = §/R3VXWVXV+/Rg VXuXv:

J(D);w = Z (v |KA) Dgy,
K,A=1

Ny
K(D)w = Z (uAvE) Dy,

K,A=1
_ Xu(®) X0 (%) Xk (Y) X2 ()
(uv|KA) = /R3 /R3 K P dz dy.
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Remarquons que le probléme (15) peut étre récrit en prenant la matrice D = CCT comme
inconnue principale sous la forme

inf {E"7(D), DeMs(N,), DSD=D, Tr(SD)=N}. (16)

Les équations d'Euler-Lagrange associées au probléme d’optimisation sous contraintes (15)
s’écrivent

F(D)C = SCA
CTSC = Iy (17)
D=ccT

avec F(D) = h+ G(D). La matrice A € Mg(N) est le multiplicateur de Lagrange de la
contrainte CTSC = In. Précisons qu’on appelle matrice densité la matrice D, et matrice
de Fock la matrice F(D). Remarquons maintenant que si C' est un point critique de (15)
et U une matrice orthogonale de M(N), alors CU est aussi un point critique de (15). On
peut donc utiliser cette propriété pour diagonaliser la matrice A dans (17) et en déduire
que 'ensemble des points critiques de (15) peut étre engendré en résolvant le systéme

F(D)C =SCE
CTSC = Iy (18)
D=ccT

ou F = Diag(ey,---,en) désigne une matrice diagonale. En notant ®; la k-iéme colonne

de C' on voit que
F(D)ék = EkS@k,

et que (18) est donc un probléme aux valeurs propres (généralisé) non linéaire. Pour que C
soit un minimum local de (15), il faut en outre, comme pour le modéle continu (13), que les
€x soient les N plus petites valeurs propres du probléme (comptées avec leur multiplicité).
Cette propriété est connue en chimie sous le nom de principe Aufbau. Remarquons que les
équations (18) peuvent s’écrire en prenant comme inconnue principale la matrice D, sous
la forme

[F(D),D] =0 (19)

ou la notation [-,-] désigne le “commutateur” défini par [A, B] = ABS — SBA. De méme
les équations (18) complétées par le principe Aufbau s’écrivent aussi

D = arginf {Tr (F(D)D'), D' € Py}. (20)

ou

Py = {D € Ms(N,), DSD=D, Tt (SD)=N}. (21)

La variété Py est diffeomorphe a la variété Grassmannienne des sous-espaces vectoriels
de dimension N d’un espace de dimension N,. En effet, la transformation D — D =
S1/2DSM? (qui est I'identité si S = Iy, autrement dit si la base {Xu}t1<,<n, est orthonor-

male) envoie Py sur la variété des projecteurs orthogonaux de R™ de rang N.

Les conditions (19) et (20) incitent & définir deux critéres de convergence adaptés a la
résolution numérique des équations de Hartree-Fock :
— on dira que la suite (D), )nen converge numériquement vers une solution des équations
de Hartree-Fock si

(1) Dpy1 — D, — 0
(2) [F(Dn):Dn] — 0
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— on dira que la suite (D),)en converge numériquement vers une solution des équations
de Hartree-Fock vérifiant le principe Aufbau si

(1) Dpy1 — Dy — 0
(2’) Trace (F(Dy)Dy) — inf {Trace (F(D,)D), D € P} — 0.
Remarquons que (2’) implique (2).

Algorithme de Roothaan

L’algorithme “naturel” de résolution de (18) est l’algorithme de point fixe suivant : choisir
Cy vérifant CgSCg = Iy, poser Dy = C’OC[? et construire par récurrence une suite (C,)pen
vérifiant

F(D, 1)C, =SC,E, E, = Diag(e},---,€})

crsc, =1y (22)

D, = C,CF

ou € < ey <--- <€} sont les N plus petites valeurs propres de
F(D, 1)® =¢SP (23)

et ot les colonnes de C), sont des vecteurs propres S-orthogonaux associés. Cet algorithme
est connu sous le nom d’algorithme de Roothaan [55]. Notons qu’il s’écrit aussi sous la
forme compacte

D,, = arginf{Tr (F(D,_1)D), D € Pn}.

Cet algorithme fonctionne correctement sur des systémes chimiques simples (composés de
trois ou quatre atomes de la premiére ligne du tableau périodique : Hydrogéne, Carbone,
Azote, Oxygene, ...) a condition d’utiliser des bases de petite taille. Toutes les simulations
effectuées dans les premiers temps de la chimie computationnelle s’effectuaient dans ce
cadre, et c’est la raison pour laquelle I'algorithme de Roothaan a été utilisé pendant une
vingtaine d’années sans que cela pose trop de problémes. Quand les ordinateurs ont permis
de faire tourner des calculs plus importants, I’algorithme de Roothaan s’est révélé insuffi-
sant : en général, il ne converge pas. Plusieurs algorithmes ont été proposés pour tenter de
remédier & cette situation, qu’on peut classer en deux catégories :

1. les algorithmes consistant, comme celui de Roothaan, a résoudre les équations d’Euler-
Lagrange (18) par une méthode de point fixe; c’est la stratégie employée dans la
quasi-totalité des codes actuels;

2. les algorithmes consistant a résoudre directement le probléme d’optimisation sous
contrainte (15).

Dans la premiére catégorie, mentionnons l’algorithme de level-shifting [57], I'algorithme de
damping [70] et surtout l'algorithme DIIS [53], qui est encore & 'heure actuelle le plus
utilisé. L’algorithme DIIS converge vite quand il converge mais ne converge pas toujours
et converge dans de nombreux cas vers un minimum local non global. Dans la seconde
catégorie, citons l'algorithme de steepest descent [46] (il s’agit d’'une méthode de gradient
projeté), I'algorithme de Bacskay [6] (réécriture du probléme (15) sous la forme d’'un pro-
bléme d’optimisation sans contrainte et mise en ceuvre de l’algorithme de Newton), ainsi
que ses variantes de type quasi-Newton [15, 22|, et 1'algorithme de Shepard [62] (méthode
de Hessien réduit pour résoudre (15)). Les algorithmes de la seconde catégorie convergent
toujours vers un minimum local mais ce minimum local est rarement le minimum global
pour les systémes et/ou les bases de grande taille. Tous ces algorithmes sont décrits en
détail dans [EC30], sections 29 et 30.
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Au cours de mon travail de thése, j’ai mis en évidence les raisons pour lesquelles I'algorithme
de Roothaan ne fonctionne pas correctement.

Théoréme 1 Soit Dy € Px un initial guess tel que la suite (Dy)nen engendrée par lal-
gorithme de Roothaan soit telle qu’il existe v > 0 tel que

€Nyl T EN 2 (24)

ot €} désigne la k-iéme valeur propre du probléme spectral généralisé (23). Alors
— ou bien la suite (Dy)pen converge numériqguement vers une solution des équations
de Hartree-Fock vérifiant le principe Aufbau ;
— ou bien les sous-suites (Dap)nen €t (Dopt1)nen convergent numériquement vers D
et D' avec D # D' et ni D ni D' ne sont solutions des équations de Hartree-Fock.

Les simulations numeériques montrent que les deux cas (convergence ou oscillation entre
deux états) peuvent effectivement se présenter. La figure 1 montre les résultats obtenus sur
les atomes isolés pour deux types de bases gaussiennes [32] :

— une base de petite taille : 3-21G,

— une base de grande taille : 6-3114++G(3df,3pd),
la donnée initiale Dy étant obtenue en diagonalisant I’'Hamiltonien de coeur h :

Dy = arginf {Tr (hD), D € Pn}.

Ils ont été obtenus avec le logiciel Gaussian 98 |24].

Base = 3-21G Base = 6-311++G(3df,3pd)

. Convergence verslefondamental 7 Convergence versune autre solution
o
. Oscillation D Orbitales atomiques non disponibles

F1G. 1 — Recherche du fondamental Hartree-Fock des atomes par 1’algorithme de Roothaan.

L’hypotheése (24) impose qu'’il y ait un gap uniformément minoré entre les énergies de la
plus haute orbitale occupée et de la plus basse orbitale virtuelle ; cette hypothése permet
notamment d’assurer que la suite (Dy),en est définie de maniére unique. Cette hypothése
n’est pas restrictive en pratique.

La preuve du théoréme 1 est basée sur une remarque simple : la suite (Dy),en engendrée
par l'algorithme de Roothaan coincide avec la suite obtenue en résolvant par relaxation le

probléme
inf{E(D,D'), DePy, D €Pn}
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avec
1 1 1
E(D,D') = 5 Tr (hD) + g Ir (hD") + 5 Ir (G(D)D").
En utilisant des techniques similaires, j’ai obtenu par ailleurs des résultats de convergence
sur lalgorithme de level-shifting (voir [EC29]) qui s’avére converger vers un minimum local
(mais souvent non global) pour un parameétre de shift assez grand.

Avec Claude Le Bris, nous avons transposé [EC11] les preuves obtenues en dimension
finie (aprés approximation de Galerkin) au cadre de la dimension infinie; la convergence
de l'algorithme de level-shifting fournit ainsi une preuve constructive de l'existence de

M
solutions aux équations de Hartree-Fock (13) (toujours sous 'hypotheése Z = Z zp > N).
k=1

Algorithmes a contraintes relachées

Nous avons introduit dans [EC12] une nouvelle catégorie d’algorithmes de résolution du
probléme de Hartree-Fock, les algorithmes RCA pour Relaxed Constrained Algorithms,
fondés sur ’observation suivante, dont la preuve figure dans [EC30], section 30 : le probléme

inf {E"T(D), D e Py} (25)

avec

Py ={D € Mg(N,), DSD <D, Tr(8D)=N} (26)

obtenu & partir du probléme (16) en remplagant la containte DSD = D par la contrainte
relachée DSD < D a les mémes mimina locaux que le probléme (16). Cette propriété est
spécifique & ’énergie de Hartree-Fock et n’est pas vérifiée pour les fonctionnelles d’énergie
de Kohn-Sham qui sont également trés utilisées en chimie quantique (voir section suivante).

La supériorité de la formulation (25) sur la formulation (16) est que I'ensemble Py sur
lequel on minimise est convexe.

L’ Optimal Damping Algorithm (ODA), que nous avons introduit dans [EC12], est 1'algo-
rithme RCA le plus simple; il s’apparente a une méthode de gradient a pas optimal. 11
s’écrit : ~
F(Dn)CnJrl = SCn+1En+1
CEJrlSCn-H =In
Dyi1 = CpiCF 4

Dyyy = arg inf { E"7(D), D € Seg[Dy, Dy11]}.

(27)

ou Seg[Dy, Dpy1] = {(1 — ND,, + ADpy1, A€ |0, 1]} Comme EfF comporte deux termes
dont I'un est linéaire et 'autre quadratique en la matrice densité, la derniére ligne de (27)
consiste simplement & minimiser un polyndéme du second ordre en A sur [0, 1], ce qui peut
bien siir étre fait analytiquement & moindre cotit. L’algorithme est initialisé en choisissant
un point de départ Dy € Py et en posant l~)0 = Dy.

L’algorithme ODA engendre donc deux suites de matrices :
— la suite principale (Dy)nen dont les éléments sont des matrices densité admissibles
(appartenant & Py);
— une suite secondaire (5n)n21 de pseudo-matrices densité dont les éléments sont dans
Py (de par la convexité de cet ensemble).
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Notons que pour tout D' € Py, et pour tout A € [0,1],

EHF(ﬁn+>‘(DI_5n)) = EHF(ﬁn)"i‘)‘Tr (F(ﬁn)(Dl_ﬁn))+%2Tr ( Dy) - D

La direction de plus forte pente correspond au minimiseur de
inf {Tr (F(D,)(D' = Dy)), D' € Py},

autrement dit de N
inf {Tr (F(D,)D'), D' € Py}.

Ce minimiseur est précisément la matrice densité D, définie par (27). C’est en ce sens
que 'algorithme ODA peut s’interpréter comme un algorithme de gradient & pas optimal.

Le coiit d'une itération ODA est sensiblement équivalent & celui d’une itération de 1’algo-
rithme de Roothaan, I’étape de recherche linéaire étant quasiment gratuite. L’analyse de
convergence publiée dans [EC29] fournit le résultat suivant :

Théoréme 2 Soit Dy € P un initial guess tel que la suite (f)n)neN engendrée par l’algo-
rithme ODA soit telle qu’il existe v > 0 tel que

-n

ENt1 — ey > (28)

ou € désigne la k-iéme valeur propre du probléme spectral généralisé F(D,,_1)® = eSP.
Alors _
- la suite (E'HF(Dn)) N décroit vers une valeur stationnaire de l’énergie de Hartree-

ne
Fock ;
— la suite (Dp)nen converge numériqguement vers une solution des équations de Hartree-
Fock vérifiant le principe Aufbau.

Bien que rien ne garantisse sur un plan théorique que le minimum obtenu soit un minimum
global (en fait tout minimum local est un point fixe de ’algorithme), les tests numériques
ont montré que pour les choix usuels de Dy (obtenus souvent par diagonalisation de I'Ha-
miltonien de coeur A ou par le calcul de I'état fondamental d’'un modeéle semi-empirique
de type Hiickel), I'algorithme ODA converge vers ce qui semble étre le minimum global
de l'énergie de Hartree-Fock. Le tableau ci-dessous reproduit des résultats numériques
représentatifs : le premier systéme considéré (CH3-NH-CH=CH-NO3) est une molécule or-
ganique standard, le second (Cry) et le troisitme ([Fe(H20)g]?") contiennent des éléments
métalliques (Chrome et Fer) pour lesquels les algorithmes SCF rencontrent généralement
des difficultés (comme en témoignent les calculs effectués sur ces atomes, voir figure 1). La
deuxiéme colonne fournit 1’énergie totale de 1'initial guess Dy, les deuxiéme et troisiéme co-
lonnes, celles obtenues a la convergence avec les algorithmes DIIS et ODA respectivement ;
ces trois énergies sont en Hartree. La quatriéme colonne reproduit la différence d’énergie
entre le résultat obtenu avec DIIS (algorithme par défaut dans quasiment tous les codes
actuels) et celui obtenu avec ODA en kcal/mol (une liaison covalente CH a une énergie de
I'ordre de 100 kcal/mol). On voit que 'erreur commise par DIIS est loin d’étre négligeable
puisqu’elle est parfois comparable a 1’énergie de liaison d'un ou plusieurs atomes.
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Systéme EHF(Dgy) | Min DIIS | Min ODA | AE (kcal/mol)
n-méthyl-2-nitrovinylamine, | -374.0038 -375.3869 -375.3869 0
CH3-NH-CH=CH-NOg, base 6-31G -322.2373 Ne cv pas -375.3869 Non défini
Dichrome -2069.5400 | -2085.5449 | -2085.8060 163.71
Cra, base 6-31G -2051.4339 | -2085.4042 | -2085.8060 251.93
Ton [Fe(HQO)6]2+, -1700.7596 | -1717.8928 | -1718.0151 76.68
178 fonctions de base —15387283 —17177355 —].7].80].5]. ].753].

L’énergie de 'initial guess (deuxiéme colonne), du minimum obtenu par I’algorithme DIIS
(troisiéme colonne), et de celui obtenu par ODA (quatriéme colonne) sont en unités atomiques.
La différence d’énergie entre les deux minima est exprimée en kcal /mol

(une liaison covalente : ~ 100 kcal/mol, une liaison hydrogéne : ~ 5 kcal/mol).

Pour accélérer 1'algorithme ODA, il est naturel de garder en mémoire la suite des itérés Dy,
Dy, ..., D11 (ou tout au moins une partie d’entre eux), et de remplacer la minimisation
sur le segment Seg[D,,, Dy41] intervenant dans ODA par une minimisation sur le simplexe
formé par les (D;)o<i<n+1. Nous avons baptisé 1'algorithme ainsi obtenu par 'acronyme
EDIIS pour Energy Direct Inversion in the Iterative Subspace :

F(Dn)Cn-l—l = SCn-I—lEn—i—l

Cr 18Chy1 =1y,

Dn-l—l = Cn+1077;+1 (29)
n+1

ﬁ:ZC'Di, 0<¢ <1,

n+1
f < Z c; = 1} .

Cet algorithme s’inspire de ’algorithme DIIS dont il a été fait mention ci-dessus & ceci pres

Dy, = arg inf {EHF(f)),

que dans DIIS les coefficients {c?pt} sont obtenus en minimisant le résidu

2

> alF(D;), Dj

1=0

n+1
sous la contrainte Z ¢; = 1 (dans DIIS I'extrapolation - i.e. les combinaisons linéaires non

convexes des D; - est théoriquement autorisée mais on constate en pratique que DIIS n’est
efficace que lorsque les combinaisons linéaires sont convexes).

Les tests numériques montrent que l’algorithme EDIIS converge plus vite que ODA mais
souvent moins vite que DIIS. En revanche, il arrive fréquemment que DIIS converge vers
une mauvaise solution (un minimum local non global, voire un point selle) ou ne converge
pas, alors que EDIIS converge inconditionnellement vers un minimum local. Notons que
I’analyse numérique de I'algorithme DIIS (défaut de convergence dans certains cas, rapidité
dans d’autres cas) reste a faire.
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Combinaison de diverses stratégies

Avec Konstantin Kudin et Gustavo Scuseria, nous avons proposé dans [EC21| un algorithme
“boite noire” (I'utilisateur n’a pas de parameétres a ajuster) qui converge rapidement vers
un minimum local quel que soit le point de départ Dg, et qui converge en pratique vers ce
qui semble étre un minimum global dans tous les cas testés jusqu’a présent. L’idée consiste
a jongler au cours des itérations entre

— l'algorithme EDIIS qui assure la convergence;

— l'algorithme DIIS qui assure la rapidité.
Cet algorithme est 'algorithme par défaut dans la derniére version du logiciel Gaussian,
sortie en 2003.

1.2 Résolution numérique du modéle de Kohn-Sham

Le probléme électronique (6) est du type

E(V) =inf{(y,Hyy), Y eH, |p|r2=1} (30)
N
Hy = Hi+ > V(z)
i=1
Y1 1
Hi==Y M+ > ——— (31)
=1 2 1<i<j<N |zi — ]
pour V(z) = — % _k
k=1 |$ - ik‘

Un calcul simple montre que (30) peut étre récrit sous la forme

BW) =it {Fuip)+ [ oV, peln) (32)
ou
Iy = {pa EW € H: ||¢HL2 = 17 Py = p}

py désignant la densité associée par la formule (5) a la fonction d’onde 4, et ot la fonc-
tionnelle Fr1,(p), dite de Levy-Lieb, est définie pour tout p € Zy par

FLL(P) = 1nf{<1/)7H1¢>7 ¢ € Ha HQ/JHLZ = 17 Py = p}

On connait une caractérisation trés simple de I'ensemble Zy. En effet [42] :

Iv={p20, vrem®), [ p-n}. (33)

En revanche, on ne connait pas d’expression de Fj,(p) exploitable en pratique.

Il est possible de définir une autre fonctionnelle de la densité, construite non pas a partir des
états purs mais & partir des états mixtes, qui jouit de meilleures propriétés mathématiques
que la fonctionnelle de Levy-Lieb [42]. Un état pur est un état défini par une fonction
d’onde ¢ € Fy = {¢p € H, ||9||z2 = 1}. On associe & un état pur 1) 'opérateur densité a
N corps défini par

Iy = [9) (4|
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(T est le projecteur orthogonal sur Ry pour le produit scalaire L?). La densité p(z) et
la matrice densité réduite v (z,y) associées a 'état pur 1) sont données par

== R 2 R
p(z) _N/R3(N*1) |9 (2, 29, xN)|" dra -+ dz N,

’71(3371") =N / ¢($7$2a"' awN)¢($,a$27"'7$N) dw? ’ de
R3(N—1)

Les états mixtes sont décrits par des opérateurs densité

“+oo +00
Ty =2 pily' )¢, 0<pi<1l, Y pi=1 ¢'€Fy, (34)
i=1 i=1
qui sont des combinaisons linéaires convexes d’opérateurs densité associés a des états purs.
Notons Dy I’ensemble des opérateurs densité associés a des états mixtes; Dy est 'enve-
loppe convexe de ’ensemble des opérateurs densité associés a des états purs. La densité
p(z) et la matrice densité réduite y; associées a 'opérateur T' défini par (34) sont définies
respectivement par

+oo )
p(z) => pip'(z)
i=1
et

+00 ]
m(z,z') = pivi(z,a) (35)
i=1

oil p;(z) et +i(x) sont la densité et la matrice densité réduite associées a ;. Par linéarité

+oo RS
T () =1, Tr(HT) = pi(yf Hiy'), Tr(HyD) =Y pi(y', Hiyp') + /R v
=1

=1

On a donc d’une part
E(V)=inf{Tr (HyI'), T € Dy},

et d’autre part
{p€ L'(R?), 3T €Dy de densité p} = Ty.

Il en résulte que

E(V) :inf{FL(p) +/R3 oV, p EIN} (36)

ou la fonctionnelle de la densité Fy(p) dite de Lieb est définie par
Fr(p) =inf{Tr (H1I'), T € Dy de densité p}.

La théorie de la fonctionnelle de la densité permet ainsi de ramener le probléme de minimi-
sation (6) & la minimisation d’une fonctionnelle sur Zy, ce qui semble plus & la portée des
moyens de calcul disponibles. Le probléme, c’est qu’on ne connait pas d’expression des fonc-
tionnelles F.1,(p) ou Fy,(p) pour p € Iy qu’on puisse utiliser en pratique pour mener a bien
les calculs. A I’heure actuelle, on ne dispose que de critéres qualitatifs qu’on sait vérifiés par
ces fonctionnelles [11, 21| et de plusieurs approximations de ces fonctionnelles satisfaisant
certains de ces critéres. Ces approximations reposent sur des évaluations exactes (ou du
moins trés précises) de la fonctionnelle de la densité d'un systéme de référence “proche” du
systéme exact de N électrons en interaction :

— dans les modéles de type Thomas-Fermi, le systéme de référence est le gaz homogéne

d’électrons;
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— pour les modeéles de type Kohn-Sham, le systéme de référence est un systéme de N
électrons sans interaction (mais obéissant toujours a la statistique de Fermi).
On se focalisera ici sur les modéles de Kohn-Sham qui sont bien supérieurs aux modéles
de Thomas-Fermi et qui sont de trés loin les plus utilisés a ’heure actuelle.

La fonctionnelle de la densité d'un systéme de N électrons sans interaction est obtenue en
remplacant I’Hamiltonien H; du systéme réel (formule (31)) par ’'Hamiltonien

A,

DN | =

N

Ho=-Y

i=1

L’analogue de la fonctionnelle de Levy-Lieb est alors la fonctionnelle de Kohn-Sham

Trs(p) = inf{(¢p, Hyyp), 1 € Fn, 1 de densité p}. (37)

Le point important est que si p appartient a ’ensemble

N
Ry = {p, JV € L3? + L™ tel que inf{(i/), (Z (—%Ami + V(x,))) Py, P € fN}
i=1

est atteint en un certain v de densité p}, (38)

(37) devient

Tis(p) = inf 1%/ Vo pe 'R, [ gt =0y Ser=pb. (39
22.:1 R il i s R 1Py R s i

Notons que le potentiel V apparaissant dans (38) peut s’interpréter comme le multiplicateur
N

de Lagrange de la contrainte Z qSZ? = p. La formule (39) se préte bien au calcul numérique ;
i=1

malheureusement, les minimiseurs de (32) ne sont pas nécessairement dans Ry (voir [42]).

Dans le modeéle de Kohn-Sham, on utilise cependant la forme (39) pour tous les p € Zy.

Cet abus peut étre évité si on utilise la fonctionnelle de Lieb associée & 'Hamiltonien Hy.
On définit la fonctionnelle d’énergie cinétique de Janak par

Tj(p) =inf{Tr (HI'), T € Dy, T de densité p}.

Il s’avére que
— pour tout opérateur densité T’

dz

!

Tr (Hol') = /R3 <_%Az71($a$l)>

T=T

ou 7y, est la matrice densité réduite associée a T' selon (35) ;
— I'ensemble des matrices densité réduites issues d’'un élément de Dy est connu; c’est

+00 oo
{71($a$') = nigi(z) ¢i(2'), ¢ € H'(R?), /R3 pidj =0ij, 0<m; <1, > my= N} :
i=1

=1

Soulignons qu’on ne connait pas d’équivalent a ce résultat si on se restreint aux états
purs.
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La fonctionnelle d’énergie cinétique de Janak s’écrit donc
1
. 2 13
Ty(p) = mf{5 o [l VAP e @), [ bty =

+00 “+oo
0<n; <1, Y mj=N, ZnilaﬁiZ:p}-
i=1

=1

Les fonctionnelles T s(p) et Tr(p) sont susceptibles de fournir de bonnes approximations
de I'énergie cinétique d’un systéme de N électrons en interaction de densité p. En outre,
I’énergie de Coulomb

1
J(p) == dedy
2 JrrJr? |z —yl

qui représente 1’énergie électrostatique d’une distribution de charge classique de densité p
consitue une estimation de 1’énergie d’interaction d’un systéme de N électrons de densité p.
Les erreurs commises sur 1’énergie cinétique et sur ’énergie d’interaction sont rassemblées
dans une fonctionnelle appelée fonctionnelle d’échange-corrélation, définie par

Eqc(p) = Frr(p) — Trs(p) — J(p),

Eye(p) = Fr(p) = Ts(p) — J(p),

selon les choix de F' et T retenus (état purs ou états mixtes).

Dans le premier cas et a condition de supposer que le minimiseur du probléme (32) est
dans Ry, on peut remplacer (32) par le modéle de Kohn-Sham

EWV) = 1nf{ Z/ \V¢Z|2+/ ,OV-I—2 . pi)dxdy-l—Exc()

3 JR3 gj — ‘
¢ € H'(R?), /R3 Did; =5z'j}, (40)
N
oup= Z |s]?. Apreés discrétisation dans une base d’orbitales atomiques {Xuti<p<n, on
i=1 -
obtient
inf {EXS(D), D e P} (41)
avec

Ny
EXS(D) = Tr (kD) + %Tr (J(D)D) + E*(D), et E™(D)= Ey ( ZIDWXMXV) :
V=

En revanche, aucune hypothése de représentabilité n’est nécessaire avec les états mixtes :
le modéle de Kohn-Sham étendu

E(V) = 1nf{ an/ |V¢1\2+/ V+2//R3xR3 |$—y|)d dy + Eyc(p)

+o00
¢ € HY(R?), / gipj = 6ijy 0 <my; <1, an_ } (42)
+o00
avec p = Z n;|¢;|? est une simple reformulation du probléme (36).
i=1
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La méconnaissance des fonctionnelles Fp,r,(p) et FL(p) est donc reportée sur le terme cor-
rectif F..(p) qui ne représente qu’environ 10 % de I'énergie totale. Pour cette raison, les
modéles de type Kohn-Sham utilisés en pratique, dans lesquels on remplace la fonctionnelle
E,.(p) exacte par une approximation, donnent de bien meilleurs résultats que les modeles
dans lesquels on cherche & approcher directement les fonctionnnelles Frr(p) ou Fr(p).
Notons que la construction d’approximations de la fonctionnelle d’échange-corrélation est
encore a I’heure actuelle un domaine de recherche actif (voir a ce propos la section 1.3).

En utilisant la méme approximation de Galerkin que pour le modéle de Kohn-Sham, on
obtient
IBKS  — inf{EKS(CACT), C e M(N,,Ny), CTSC =TIy,
A = Diag(ni,---,ny,), 0<n; <1, Tr(A)=N}. (43)

Les équations d’Euler-Lagrange du probléme (43) s’écrivent aprés diagonalisation de la

matrice des multiplicateurs de Lagrange des contraintes , $idpj = d;5 sous la forme
R

( FXS(D)C = SCE,  E = Diag(e1, -+, en,)
cTSC = Iy,
D =CACT, A = Diag(ny, - ,nn,)
ni=0 si € >c¢€p
n,=1 si ¢ <ep
Ognigl si €, — €ER

Ny
Zni = N.
=1

\ .7

Le réel ep, appelé niveau de Fermi, peut étre interprété comme le multiplicateur de La-
grange de la contrainte Tr (A) = N. Il s’ensuit que pour tout point critique de (43), les
orbitales qui sont au dessus du niveau de Fermi sont vide, celles qui sont au dessous du
niveau de Fermi sont totalement occupées, et celles qui sont précisément au niveau de
Fermi peuvent étre partiellement occupées.

Bien que supérieur au modéle de Kohn-Sham d’un point de vue théorique, le modeéle de
Kohn-Sham étendu n’est guére utilisé a I'heure actuelle car les algorithmes de résolution
de (43) implémentés dans les codes existants ont de trés mauvaises propriétés de conver-
gence (ils sont basés sur une recherche alternée des orbitales (matrice C') et des nombres
d’occupation (matrice A)).

Dans [EC15], j’ai proposé de contourner cette difficulté en travaillant sur une formulation
de (43) qui ne fait intervenir que la matrice D = CACT ; on voit en effet que

1°KS = inf {EX(D), D ePy}. (44)

On retrouve ainsi un probléme de minimisation posé sur ’ensemble convexe Py (défini par
(26)). Si on applique la méthode de relaxation des contraintes au probléme de Kohn-Sham
(41), on obtient le probléme de Kohn-Sham étendu. Relaxer les contraintes n’est donc plus
comme dans le cadre Hartree-Fock une technique numérique pour améliorer la convergence
des algorithmes mais donne lieu & une amélioration du modéle. Dans la plupart des cas, les
orbitales obtenues & la convergence sont soit vides (n; = 0) soit totalement occupées (n; =
1) ; on retrouve alors une solution du modéle de Kohn-Sham usuel d’énergie souvent plus
basse que celles obtenues par les algorithmes usuels (DIIS en particulier). Dans certains cas
cependant, on observe que la solution du modeéle (44) est un état comportant des orbitales
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partiellement occupées. Par exemple (voir [EC15]), le niveau de Fermi du dimére Pdy pour
la fonctionnelle d’échange-corrélation X« [65] est de quatre et les nombres d’occupation
sont environ égaux & 0.92, 0.92, 0.72 et 0.46. On constate que lorque le fondamental Kohn-
Sham étendu posséde des orbitales partiellement occupées, la convergence de 'ODA est
extrémement lente. Avec K. Kudin, G. Scuseria et G. Turinici, nous avons mis au point un
algorithme de type Hessien réduit qui assure dans tous les cas une convergence quadratique
vers une solution du modeéle de Kohn-Sham étendu lorsqu’on se trouve dans le voisinage
d’un minimum local. Cet algorithme est décrit dans [EC22].

1.3 Potentiel effectif optimisé

La validité d'un modeéle de type Kohn-Sham (40) ou (42) dépend exclusivement de la
qualité de la fonctionnelle d’échange-corrélation approchée F,.(p) utilisée dans ce modeéle.

Afin d’aller au-dela des approximations usuelles, dont la construction repose sur le mo-
deéle du gaz uniforme d’électrons (local density approzimation LDA, generalized gradient
approzimations GGA, voir [EC30], section 15), sont apparues depuis quelques années des
fonctionnelles d’échange-corrélation qui ne sont pas de simples fonctions explicites de la
densité p et de ses dérivées, mais dont la forme fait intervenir les orbitales de Kohn-Sham.

Les fonctionnelles hybrides (dont la trés populaire fonctionnelle B3LYP [8]) sont ainsi obte-
nues en combinant une fonctionnelle d’échange explicite en p et la fonctionnelle d’échange
Hartree-Fock exacte définie, conformément & l'expression (11) de I’énergie de Hartree-Fock,

par
_1/ / @l g
2 JerJes |z -y

ou 7(z,y) Z ¢i(x) ¢i(y) est la matrice densité réduite associée aux orbitales de Kohn-

Sham. Ces fonctlonnelles semblent donner de bien meilleurs résultats que les fonctionnelles
LDA ou GGA [§].

D’autres auteurs [26, 38] ont obtenu des résultats trés prometteurs en introduisant dans
leurs fonctionnelles le “potentiel local d’échange Hartree-Fock” qui est le potentiel local
(i.e. multiplicatif) V,; qui permet de récrire “au mieux” les équations de Hartree-Fock (13)
sous la forme

1 1
~5 80 Vi (o) i+ Vit = A
o i = 0ij

(45)

1
ou les \; sont les N plus petites valeurs propres de 'opérateur _EA + W,
1
W:V+ <pq>*?|> +Vxl

désignant le potentiel effectif local. Remarquons que si la fonctionnelle F,, est différentiable
par rapport a p, les équations d’Euler-Lagrange du modeéle de Kohn-Sham (40) s’écrivent

sous la forme ci-dessus avec V; = 5 e
0
la formulation (45). Le fait d'imposer aux A; d’étre les N plus petites valeurs propres de
I'opérateur _EA + W est inspiré du principe Aufbau (voir sections 1.1 et 1.2) qui n’est pas

prouvé pour les modeéles de Kohn-Sham (40) mais 'est pour les modeéles de Kohn-Sham
étendus (42).
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La définition du potentiel local d’échange Hartree-Fock est rendue plus précise par l'intro-
duction du probléme d’optimisation

JOEP _ inf{EHF@), P = {¢i}1§iSN € Wh tel que (46)
1
(a) il existe un potentiel W tel que V1 <i < N, — EA@ + Wi = N\,

1
(b) Ay < --- < Ay sont les N plus petites valeurs propres de — EA + W}

ou Wy est défini comme précédemment par (8). Un potentiel W solution de (46) est
appelé un Optimized Effective Potential (OEP). Le probléme (46) a été introduit en 1976
par Talman et Shadwick [66].

Remarquons que dans la formulation (46), il n’est pas précisé dans quel espace fonctionnel
vit le potentiel W. Le probléme vient du fait qu’aucun choix raisonnable (par exemple
W e L32(R3)+L*(IR?)) ne semble permettre de borner les suites minimisantes (Wp,)nen-

Il est intéressant (et rassurant) de constater que les tentatives de résolution numérique du
probléme (46) se heurtent au méme genre de difficultés : quand on utilise une méthode de
Galerkin et qu’on développe les ¢; et W dans des bases finies comme suggéré dans [69], on
constate que le résultat n’est pas stable lorsqu’on raffine la discrétisation.

Avec Adel Ben Haj Yedder et Claude Le Bris, nous avons essayé de contourner la difficulté
en écrivant une formulation “affaiblie” de (46) dans laquelle n’apparait plus explicitement
le potentiel W. Pour ce faire commencons par remarquer que si les ¢; vérifient

—%Afﬁi + Wi = \ig; (47)

pour un certain potentiel W suffisamment régulier, on a pour tout 2 < < N

i Ap1 — p1Ad; = ¢ 1 (48)

avec

C; = 2()\2' — )\1). (49)

Par ailleurs, un calcul simple montre que si ¢; vérifie (47) alors

v e DIR), ((~5A+W = X) @), Gt =5 [ BP0

Si on suppose que A} < A9 < --- Ay sont les N plus petites valeurs propres de l'opérateur
_EA + W, on obtient pour tout 1 <i < N —1

e D), [ VYT = 2((-5A+W - A) (6w) G

2 (fjw -3 ([ 3(¢iw)¢j)2

J=1

+(Aip1 — ) (/R3(¢i¢)2 —jil (/R3(¢z‘¢)¢j> 2)) :

v
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D’otu en utilisant les notations (49) avec la convention ¢; = 0, on obtient les inégalités

Vi) € D(R?), /R3 P2Vp2 > jil(cj - ¢) (/R3 ¢i¢j¢>2 (51)

+(civ1 — i) (/113(¢i¢)2 _jil </R3 ¢Z¢j¢> 2)

pour tout 1 <4 < N — 1. Les relations (48) et (51) ne font plus intervenir explicitement le
potentiel W. En outre, si on impose que les coefficients ¢; sont positifs et les fonctions ¢;
orthonormeées pour le produit scalaire L?, ces deux relations traduisent au moins formel-

, 1
lement le fait que ¢1, ¢o, -+, ¢n sont N vecteurs propres de l'opérateur —§A + W avec
W = % associés aux N plus petites valeurs propres. En effet, on retrouve formellement
1

(47) a partir de (48) en posant A\; = 0 et \; = ¢;. Remarquons que pour W suffisamment
régulier, par exemple W € L3(IR?) + L>®(IR?), la valeur propre fondamentale \; de l'opéra-

teur _EA + W est non dégénérée et le fondamental ¢; est dans H?(IR?) et est strictement
positif (ou strictement négatif) sur R3. Dans ce cas, les formulations (47) et (48) sont
alors rigoureusement équivalentes. Notons pu; < pg < --- les valeurs propres de ——A + W
comptées avec leur multiplicité (on suppose dans ce raisonnement formel que l'opérateur
_EA + W a un spectre purement discret) et (U1, ¥o,---) une base hilbertienne de L? de

vecteurs propres associés. En faisant tendre ¢ vers ¥y/¢; dans la relation (51) pour i =1
et en utilisant (50), on obtient

2(p1 — A1) > e (1 - </R3 ‘1’1¢1>2> > 0,

1
d’ou il résulte que A\; = pq est la valeur propre fondamentale de ——A + W. Sans perte de

généralité, on peut supposer que Uy = ¢1. De méme, en faisant tendre v vers Uy/¢; dans
la relation (51) pour i = 1, il vient

2(p2 — A1) > e2 (1 - </R3 ‘I’2¢1>2> =2(X2 — A1)

puisque ¢1 = ¥y est orthogonal a ¥y. Donc Ay < o, ce qui implique nécessairement que
A9 = pg puisque ¢ est orthogonal & ¢1. En faisant tendre 1 vers ¥3/¢o dans la relation
(51) pour i = 2, on montre que A3 = u3 et ainsi de suite.

Cette analyse nous a conduit a introduire en remplacement de (46) le probléme

JOEP — inf{gHF(cb), ® = {¢i},cicn € Wi (52)
il existe N — 1 réels positifs ¢o, c3, - -+, cy tels que
les relations (48) soient satisfaites pour tout 2 <47 < N et

les inégalités (51) soient satisfaites pour tout 1 <7 < N —1}.

Z
Pour N = 2 et V(z) = _W avec Z > 2 (atome neutre ou ion positif), nous avons pu
x

prouver les résultats suivants :
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Théoréme 3 Le probleme (52) admet un minimiseur (¢1, ¢2).

Théoréme 4 Si on se restreint auz couples de fonctions (¢1,¢o) radiales, une solution
des équations de Hartree-Fock

LYV ANy [ Ty
2A¢1+V¢z+ (/0* 5L‘|> bi /R3 ‘x_y|¢z(y) dy (53)
/R3 Pij = 0ij

avec T(z,y) = d1(x)P1(y) + d2(x)h2(y), p(x) = 7(x,z), ne peut pas satisfaire la relation
de commutation

A¢ida — dp1A¢2 = chi¢a. (54)

En revanche, il n’y a pas incompatibilité entre (53) et (54) pour les fonctions non radiales.

Théoréme 5 Pour Z > 4, il existe un minimiseur (¢1, ¢2) de (52) radial (on ne minimise
que sur les fonctions ¢; radiales) tel que

- Q= {fE € R, p(z) > 0} est un ouvert connexe,

- le potentiel W défini par

P1A¢1 + P2Ago + g3
W= 2p _
+o0 sur R\ Q,

sur Q

est dans H™'(w) pour tout w CC
~ les produits W ¢y et Wy sont aussi dans H™'(w) pour tout w CC Q, ce qui permet
de donner un sens au systéme

1
—§A¢1 +W¢r =0

1 c
Ady+ Wy = Lo,
5 ¢ho + W 2¢2

Les conclusions du Théoréme 5 restent vraies pour Z = 2 ou Z = 3 ¢’il existe un minimiseur
de (52) tel que la constante ¢ apparaissant dans (54) soit strictement positive.

La preuve de ce théoréme, qui montre qu'une solution de (52) est en un certain sens
une solution de (46), utilise des arguments propres & la dimension 1 et ne peut donc
malheureusement pas étre transposée au cadre non radial.

D’un point de vue numérique, il est envisageable de rechercher un Optimized Effective
Potentiel en résolvant le probléme d’optimisation sous contraintes (52). Nous souhaitons

examiner cette possibilité dans les mois a venir.

1.4 Interprétation des fonctions d’ondes électroniques

Considérons un état (stationnaire ou non) d’un systéme moléculaire a N électrons repré-
sentés & l'instant ¢ par une fonction d’onde 1 issue soit d’un calcul Hartree-Fock auquel
cas 1 est un déterminant de Slater, soit d’un calcul post Hartree-Fock CASSCF ou CI
(voir [EC30], section 35) auquel cas 1) est une somme finie de déterminants de Slater :

=" crr.

IeT

Plus précisément, une fonction d’onde multi-configurationnelle est représentée & 'aide
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— de K > N orbitales moléculaires (¢;)1<i<k vérifiant les conditions d’orthonormalité
Vi<ig<K [ g = oy

Une configuration I est un sous-ensemble {i1,---,in} (avec i1 < iy < --- < iy) de
[1, K] comportant N éléments ; le déterminant de Slater associé a la configuration I

est donc
Gi(z1) - i (N)
) . .

Yr(zy,-- -, TN) =7

bin(z1) -+ diy(TN)

K . .
N possibles et des poids (¢r)rer des
diverses configurations. Les configurations (t1);.7 étant orthonormales, il vient

Zc%zl.

IeT

— d’un choix Z de configurations parmi les

La fonction d’onde contient toute l'information sur 1’état électronique du systéme molé-
culaire mais en fournit une description trés éloignée de la représentation traditionnelle,
qui fait intervenir les concepts de couches électroniques, de liaisons covalentes (simples,
doubles, triples), de liaisons ioniques, de liaisons faibles (interactions de Van der Waals),
de paires libres d’électrons, ... Or c’est précisément en ce fondant sur cette représentation
traditionnelle que s’est développée (avec une réussite inconstestable!) la chimie du XX*
siécle. Il me semble intéressant d’essayer de jeter un pont entre la description quantique et
la représentation traditionnelle des structures électroniques pour au moins deux raisons :

1. la premiére est de tenter d’apporter une justification théorique mieux fondée aux
concepts un peu flous mais extrémement efficaces de liaison chimique, de paire libre, ...

2. la deuxiéme est de fournir aux chimistes non quanticiens (soit a 95% des chimistes) un
outil leur permettant de mieux appréhender les résultats des simulations numériques
ab initio, afin d’en faciliter I'interprétation et ’exploitation.

Les tentatives visant a identifier les domaines de I’espace ol se concentraient préférentiel-
lement les électrons et a associer & ces domaines une signification “chimique” (localisation
d’une liaison, d'une couche électronique de cceur, ...) ont essentiellement été fondées sur
I'analyse de la densité électronique (c’est notamment le cas de la méthode ELF [64]). Or
la densité p(z) serait une observable pertinente pour répondre a cette question si on avait
affaire & des particules classiques indépendantes, mais pas pour des électrons qui sont
des particules quantiques en interaction. Considérons en effet un petit volume w C R?
et notons p,(w) la probabilité pour qu’au méme instant w renferme v particules. Dans
les deux cas (particules classiques indépendantes ou particules quantiques en interaction),

p1(w) ~ /p mais en revanche, ps(w) ~ p1(w)? s’exprime en fonction de p s'il s’agit de
w

particules classiques indépendantes, alors que ps(w) << p1(w)? n’est plus une fonction de
p pour des électrons en interaction.

En effet deux électrons ont une trés faible probabilité de se trouver en méme temps dans
une méme petite zone de ’espace car d’une part 'interaction coulombienne les maintient
a distance (on parle de trou de Coulomb), et car d’autre part deux fermions (en fait
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uniquement ceux de méme spin) ne peuvent étre au méme endroit de I’espace (on parle de
trou de Fermi) puisque la propriété d’antisymétrie de la fonction d’onde impose

V$€R3, ‘¢($,$,$3,"',$N)|2=0 pour tout (x3a"'axN) €R3(N72)'

Par ailleurs, l'intérét d’étudier la distribution des électrons dans un systéme moléculaire &
I'aide des probabilités p, () plutot qu’a l'aide de la densité p peut se comprendre & partir
d’un exemple simple : comparons les structures électroniques de la configuration stable de
la molécule H — H (liaison covalente) avec celle de sa forme ionique H* --- H~ (figure 2).
Les fonctions d’onde de ces deux systémes sont du type

Yo =Ngld) e = = (29) + 2a)
HY H™ e H™  HY
Q,  Q Q,

F1G. 2 — Configurations H* --- H~ et H™ --- H' en résonance.

Cela signifie qu’il y a “un électron a gauche et un électron & droite” dans la structure
covalente H — H alors qu’il y a ou bien deux électrons & gauche ou bien deux électrons a
droite dans la forme ionique (les structures “deux électrons & gauche” et “deux électrons a
droite” sont en résonance). Les cartes de densité des deux structures sont certes différentes
mais voisines. En revanche, les probabilités de trouver 0, 1 ou 2 électrons dans le demi-
espace gauche €2, (et de facon symétrique dans le demi-espace droite §24) sont radicalement
différentes. On a en effet
— pour la structure H — H

Po(Qy) ~ 1/4, p1(Qy) >~ 1/2, p2(Qy) =~ 1/4,

— pour la structure H+ --- H~

Po(Qy) =~ 1/2, p1(Qy) =0, p2(Qy) =~ 1/2.
L’idée d’analyser les distributions électroniques a I’aide des probabilités

N
pu(Q) = ( u )/de1.--dxu/(R3\Q)N—u diL‘l,_|_1.._de|\If(x1,---,xN)‘2

a été exploitée récemment par Andreas Savin. Il I’a mise en ceuvre dans le cadre atomique
pour ) = Bp ou Bp est la boule de rayon R centrée sur le noyau atomique et pour
des fonctions d’onde issues de calculs Hartree-Fock [58]. Il a constaté que les maxima
des fonctions R +— p,(Bpg) étaient plus piqués pour les valeurs de v correspondant au
remplissage des couches électroniques introduites dans la représentation traditionnelle. Il
a en outre remarqué que le constraste était accentué si on considérait les fonctions R —
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pu(Br) —p'"(Bg) ou pi"4(Q) désigne la probabilité de trouver v électrons dans Q calculée

en supposant que les électrons sont indépendants :

14

pQ) = ( v ) (b(2))” (1= b)), (55)

1
avec b(f2) = ﬁ/ p , p désignant comme toujours la densité électronique associée a la
Q
fonction d’onde 1 par la formule (5). Il était donc naturel de considérer les domaines de
I'espace R? correspondant & des maxima locaux des critéres

Q — J,(Q) = p,(Q) — p"(Q)

pour 0 < v < N, afin de voir si on pouvait leur donner une interprétation “chimique”.

L’extension du travail d’Andreas Savin au cas moléculaire posait deux problémes :

— les formules utilisées dans [58] pour le calcul de p,(£2) pour v et © donnés avaient
une complexité combinatoire par rapport au nombre d’électrons N, ce qui limitait
en pratique leur utilisation aux systéme comportant une dizaine d’électrons au maxi-
mum ;

— la recherche des maxima locaux de J,,(2) nécessitait la mise en ceuvre de techniques
d’optimisation de forme en 3D.

Evaluation du critére

J’ai apporté une solution au premier probléme en établissant des formules de calcul de
p,(Q) dont la complexité algorithmique est en N3 pour les fonctions d’onde mono dé-
terminantales issues de calcul Hartree-Fock et en N2 N* pour les fonctions d’onde multi-
configurationnelles, N, = Card Z désignant le nombre de configurations.

Ces formules reposent sur la remarque suivante (I'idée de la preuve est dans [EC25]) :

N
S pQ) 1 = 3 creydet (Sp(Q)t + Si,(RP\ ) (56)
v=0 1,JeT

ou pour deux configurations I = (i1, --,in) et J = (41, +,JN)

R RN

Sri(Q) =

/Q</);N¢j1 /Qd%.Nd)jN

Remarquons que de par 'orthonormalité L? des ¢y,
SR\ Q)] = 8iji — [S1( D]y -

Dans le cas ot 9 est un déterminant de Slater, on a donc

N
> ()17 = det (S(Q)t + (In — S()))
v=0
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avec [S(Q)];; = /Qqﬁzmpj, d’ot découle 'expression

N N
VteR, Y p ()t =] (t—1) () +1), (57)
k=1

v=0

dans laquelle les A\, (€2) désignent les valeurs propres de S(€2). On voit alors que les p,(€2)
peuvent étre obtenus a 'aide des formules de récurrence suivantes :

YO<v <N, p,(Q) =a (58)

ou les (af)ongN, 0<j<k sont définis par

alg = akagfl
ad=1, andforl1<k<N af = Braif +ogal™t, 1<j<k-1 (59)
a’;i = B akj
avec
VlSkSN, ak:1—)\k(Q) and ,Bk:)\k(Q) (60)

Les étapes limitantes du calcul sont alors 'assemblage de la matrice S(2) (étape en N2
mais avec un préfacteur élevé) et sa diagonalisation (étape en N3 mais avec un faible
préfacteur).

Dans le cas multi-configurationnel, les matrices S77(Q) et Sr7(R?®\ ) ne commutent
pas sauf si I = J, et il faut donc utiliser (par exemple) une méthode d’intégration par
polynémes orthogonaux pour obtenir les coefficients p,(Q) a partir de I'expression (56).
Cette procédure nécessite pour tout couple I # J O(N*) opérations (O(N) évaluations
d’une fonction définie par le déterminant d’une matrice N x N).

Pour optimiser la géométrie de © de facon & maximiser J, () pour v fixé, on peut utiliser
une méthode de level-set [59]. Rappelons-en briévement le principe.

Dérivée de forme

Considérons une fonction Q — J(€) définie (par exemple) sur l'ensemble des ouverts
bornés de R? a valeurs dans R. Considérons maintenant un ouvert borné de référence Q et
I’ensemble des ouverts bornés Q¢ = (I+¢€)Q ot T désigne lidentité et ou e € WH*(R?, R?)
est suffisamment petit pour que I + € soit un diffeomorphisme. Pour ||e]jjyie << 1, Q€
est une “petite déformation” de Q. On dit que la fonction J admet une dérivée de forme
en Q si la fonction € — J(2°), qui est donc définie sur un voisinage ouvert de 0 dans
W12(R3, R?) est dérivable au sens de Fréchet en € = 0. Toutes les fonctions de forme
qu’on considére ici (les Sy, les py, les pi™ et les .J,) admettent une dérivée de forme. Pour
des ouverts €2 suffisamment réguliers, on peut montrer que si J admet une dérivée de forme

oo . . . .. 0J
en (2, il existe une fonction définie sur 02 a valeurs dans IR, qu’on notera ici — telle que

o

J(Q) = J(Q) + /m g—é(x) (e(z) - n(x)) dz + o(e)

ou pour z € 09, n(z) désigne le vecteur normal sortant. On voit qu’en choisissant € tel

que

Ve € 0, €(z)-n(z) =24t g—é(m)
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aJ
c’est-a-dire en propageant interface 92 a la vitesse normale 0 durant le pas de temps

dt, on obtient
2

0J dz + o(dt).

T(9) :J(Q)+5t/ (@)

o0

Méthode des level sets

Partant d’un ouvert borné régulier g, considérons la famille (£2(t));>0 dans laquelle le
parametre ¢ joue le role du temps, obtenue en déplagant l'interface 9€2(t) selon le champ
de vitesse ¥ défini par

V(t,z) € R x 0Q(t), o(t,z) =v(t,z)n(t, z), avec v(t,z) = Bg{t) (z).  (61)

Si linterface 0€Q(t) reste réguliere au cours du temps, on peut donner un sens a cette
dynamique, et on voit facilement que

d
SIew = [ "

On obtient ainsi une méthode de recherche des maxima locaux de J qui est ’analogue
de la méthode de recherche des maxima locaux d’une fonction z — V(z) de R" dans R
consistant a intégrer le systéme dynamique

dx

— = VV(z(1)).

= V(1)

Il est cependant bien connu qu’il est difficile de donner un sens a la dynamique définie par
le champ de vitesse (61) a cause notamment des possibles changements de topologie de
I'interface (fusion de deux composantes connexes, séparation d’une composante connexe

en plusieurs morceaux, ...).

2

07 dr > 0.

a0(1)

()

La méthode des level set permet de pallier cette difficulté. L’idée de base consiste a regarder
I'interface 0€2(t) qui se déplace dans la champ de vitesse (61) comme la surface de niveau
a l'instant ¢ d’une certaine fonction u(z,t) vérifiant

u(z,t) =0 siz e ()
u(z,t) <0 siz € Q) (62)
u(z,t) >0 sizeR\ Q).

Comme pour tout (¢,7) € Rt x 9Q(t), n(t,z) = Vu(z,t)/|Vu(xz,t)|, il faut, pour que

)

I'interface se déplace selon le champ de vitesse (61), imposer la relation

0
V(t,z) € RT x 9Q(1), a—?(t, z) — v(t, 2)|Vau(t, z)| = 0.
Soit B(t, ) une extension définie sur tout R* x R? du champ v(t, 2) défini sur R x 99Q(t) ;
on peut prouver pour des cas simples que si (¢, z) est bien choisi la solution u(t,z) de

I’équation d’Hamilton-Jacobi

ou

avec pour condition initiale u(0,x) = ug(x) = dist(z, 2(0)) vérifie (62).

En collaboration avec Renaud Keriven j’ai encadré le stage de DEA d’analyse numérique de
Francois Lodier'® qui a implémenté la méthode de level set décrite ci-dessus pour calculer

S Francois Lodier effectue actuellement une thése au CERMICS sous la direction d’Yves Achdou, et
continue de travailler (3 temps partiel) sur ce projet.
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les maxima locaux des critéres .J, pour les molécules linéaires décrites par des fonctions
d’onde mono-déterminantales. Pour les molécules linéaires en effet, un calcul 2D suffit si
on se restreint aux ouverts invariants par rotation autour de ’axe de la molécule.

S
.

F1G. 3 - Optimisation de Jy pour trois contours initiaux différents (image en haut a gauche).
Les images suivantes représentent les trois contours aprés 100 pas de temps (en haut a
droite), 200 pas de temps (en bas & gauche), et a la convergence (en bas a droite).

\40)/
N/

La figure 3 reproduit un test numérique effectué sur la molécule BH. Cette figure synthétise
en fait le résultat de trois calculs indépendants d’optimisation du critére Js, effectués pour
trois domaines initiaux différents. Le premier domaine (au mileu sur chacune des quatre
figures) converge vers une spheére légérement applatie qu’on peut interpréter comme la zone
occupée par les électrons de cceur. Les deux autres domaines obtenus & la convergence
correspondent respectivement a la liaison covalente BH (englobant I'atome H) et a la paire
libre (située “au dessous” de l'atome B). D’autres données initiales raisonables ont été
testées et conduisent toutes a 'un des trois maxima locaux déja identifiés.
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Le point remarquable est que, bien que les trois calculs aient été réalisés indépendemment,
les domaines obtenus forment & peu de choses prés une partition de l’espace. Un com-
portement similaire a été observé sur d’autres systémes moléculaires (No, LiF, BeO, CO,
HCCH, ...).

Les résultats obtenus en 2D sur des molécules simples sont trés encourageants. Un code de
level set 3D permettant de traiter des systémes chimiques plus complexes et des fonctions
d’ondes multi-configurationnelles est en cours d’élaboration.

2 Dynamique et contrdle de processus moléculaires

Pour des gaz peu denses, la connaissance des états stationnaires des molécules qui le com-
posent permet d’avoir accés a un certain nombre de propriétés macroscopique (capacité
calorifique, spectre infrarouge, propriétés optiques, ...), soit directement, soit en appliquant
des méthodes de perturbation au voisinage de ces états stationnaires. Il en est de méme
pour les cristaux parfaits & température nulle, ou dans une certaine mesure pour les molé-
cules solvatées dans le cadre du modele QM/CM (voir section 3.2).

Il est en revanche nécessaire, ou du moins efficace, de simuler la dynamique du systéme pour
calculer la plupart des propriétés des phases condensées & température finie (notamment
des coefficients de transport, ou des parametres cinétiques de réactions chimiques).

Le modeéle sous-jacent est alors ’équation de Schrodinger dépendant du temps qui s’écrit
pour un systéme isolé composé de M noyaux et de N électrons sous la forme

0V
iy = HU (63)

N M 9m3 N 1203 : 2 ¢ ;
oun ¥(t) € ® L*(R°,C)® /\ L*(R”,C) est une fonction de norme L= égale a 1
k=1 /
i=1

_ _ 2 - _
/;{3(M+AU‘\I/(t;xl,---,LCM;iL'l,"',QL‘N)| dxl---ddexl---dezl

et ou H désigne ’'Hamiltonien du systéme noyaux + électrons

k=1

1
2my,

N N M 2k 1 2k 2]
MY gAa XY T e ¥ A
1=

Sl el g e al

Dans le cas ot le systéme est soumis & un champ laser, un terme supplémentaire décrivant
I'interaction entre le laser et le systéme moléculaire doit étre introduit; on obtient alors
I’'équation

OV - >

ou D désigne 'opérateur dipolaire électrique défini par
. M N

D = Z 2k Tk — Z T;
k=1 i=1

et f(t) € R? le champ électrique généré par le laser & I'instant ¢. Remarquons que dans ce
modéle, & ne dépend que de la variable de temps. Ceci est justifié par le fait qu’a I’échelle
du systéme moléculaire (quelques angstroms) le champ laser peut étre considéré comme
uniforme en espace (la longueur d’onde d’un laser rouge est d’environ 7000 angstroms).
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La simulation d’une molécule soumise & un champ laser se retrouve dans deux champs
d’applications trés actifs de la physique : la spectroscopie femtoseconde, qui consiste a
utiliser un laser femtoseconde pour observer les processus moléculaires et le controle par
laser qui cherche a orienter ces processus dans le sens souhaité; le champ laser g(t) joue
alors le role de variable de controle. Ces techniques ont été rendues possibles par la mise au
point du laser femtoseconde [71] dont les temps de réponse sont du méme ordre de gran-
deur que les temps caractéristiques des processus moléculaires. Des méthodes de contrdle
optimal ont été introduites dés 1988 dans des études théoriques [37, 52| puis récemment
dans des montages expérimentaux [4]. Soulignons que contrairement a la situation rencon-
trée dans la plupart des autres applications du contréle optimal, il semble impossible de
controler I’évolution du systéme en boucle fermée (feedback) puisque 1’échelle de temps est
la femtoseconde, mais il est en revanche possible de réaliser plusieurs milliers d’expériences
par seconde avec un méme dispositif expérimental. La recherche du champ laser optimal
peut ainsi étre effectuée en interfacant une routine d’optimisation non pas seulement avec
un code de simulation numérique d’'un modéle décrivant ’expérience, mais aussi avec le
dispositif expérimental lui-méme (voir [EC31] pour plus de détails).

Bien entendu, les équations (63) et (64) ne sont simulables directement que pour des
systéemes de toute petite taille (typiquement I'atome d’Hydrogéne pour lequel M = 1 et
N = 1). Dans les autres cas, il faut utiliser 'une des approximations décrites dans la
section 2.1 ci-aprés.

La section 2.2 présente un résultat théorique [EC14] concernant un modéle simple de
contole optimal des processus moléculaires et la section 2.3 synthétise des travaux nu-
meériques [EC17, EC18, EC20] relatifs au controle par laser de l'orientation d’une molécule
linéaire.

Enfin, la section [EC23] concerne la résolution numérique de I’équation de Gross-Pitaevskii.

2.1 Dynamique des systémes moléculaires

Cette section décrit les approximations des équations de Schrodinger (63) et (64) utilisées
dans les simulations numériques, ainsi que mes contributions a ’analyse mathématique des
modéles qui en découlent.

Approximation adiabatique

L’approximation adiabatique consiste a considérer que les électrons s’adaptent instanta-
nément aux positions des noyaux, ce qui fait que ces derniers évoluent dans le potentiel
moyen

W(i‘l,"',fM)ZU(il,"',fM)—F ﬂ
1<k<I<M |z — 2|

En régle générale!”, on suppose que les électrons sont dans leur état fondamental et U
est alors donné par (3). Comme dans le cas stationnaire, il faut recourir a des approxima-
tions pour calculer U. Pour plus de clarté, on adopte dans ce qui suit ’approximation de
Hartree-Fock (section 1.1) bien que ce soit 'approximation de Kohn-Sham LDA (section 1.2
et [EC30], section 15) qui soit la plus utilisée a I’heure actuelle.

70On peut cependant effectuer une dynamique adiabatique sur chacune des surfaces de Born-
Oppenheimer, la k-iéme surface de Born-Oppenheimer étant définie par la fonction

(Z1,-,Zm) = Up(ZT1, -+, Tm),
ot Ug(Z1,-- -, Zum) désigne I'énergie du k-iéme état excité électronique (le (k + 1)-iéme état propre fermio-
nique de 'Hamiltonien H{i’c}) pour les positions Z1,- -, Zar des noyaux.
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Pour calculer le mouvement des noyaux dans le potentiel moyen W, on peut utiliser
— le modéle de dynamique quantique adiabatique

O, L1
iz __1;2mkA”¢"+W¢” (65)

W(zy, -, 2m) = inf{gHF({fik} Aei}), @ =A{diticicn € WN} ,

dans lequel 4, (t; Z1, -+, Zps) désigne la fonction d’onde décrivant les noyaux ;
— ou le modéle de dynamique quantique ab nitio

deik _ _
kW(t) ==V W(z1(t), -, 2Mm(1))

(66)
Wi(as, aa) = inf (€77 ({ag) {di)), @ = {di}1cian € W)

Dans les deux cas la fonctionnelle d’énergie de Hartree-Fock (cf. section 1.1) est donnée
par,

HF /(- 1 N 2 M Zk Zk 2]
E b Aei) = 5 Z/RS Vil — /R3 (Z m) po(z)de+ > ———
i=1 _

1<k<I<M Tk — T
L @) 4o //Txyddy
2 Jrs |z —y| 2 Jre Jre |z -y

N
avec T (x,y) ZQSZ )bi(y) et pe(x) = Z i ()2
i=1
Le choix du modéle est dicté par la nature des processus moléculaires en jeu. La plupart
du temps, le modeéle (66) dans lequel les noyaux sont considérés comme des particules clas-
siques obéissant a une dynamique newtonienne suffit & décrire correctement le phénomeéne.
Dans certain cas (transfert de proton par effet tunnel par exemple) il est indispensable de
traiter les noyaux comme des particules quantiques et d’utiliser donc le modele (65), dont
la simulation cotite évidemment beaucoup plus cher.

Approximation non-adiabatique

L’approximation adiabatique n’est valide que sous certaines hypothéses physiques impli-
quant les vitesses des noyaux et les distances entre surfaces de Born-Oppenheimer [27]| qui
ne sont pas toujours vérifiées en pratique (croisements ou croisements évités de surfaces de
Born-Oppenheimer, vitesses élevées des noyaux - détonique -, ...).

On peut alors proposer la méthode d’approximation non-adiabatique suivante : I’état du
systéme moléculaire & 'instant ¢ est décrit par

{ () dﬂ(t)} W(t)) € ROV x /N\Hl(R3 C)
7 1<k<M ; ’ ’

=1

dz
ou Ty (t) et —k(t) désignent respectivement la position et la vitesse du noyau k et ()

la fonction d’onde électronique & l'instant ¢. Le mouvement des électrons est décrit par
I’équation de Schriédinger électronique

9 pmy
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ott H{%r} désigne I’Hamiltonien électronique défini par (4). La dynamique des noyaux est
quant & elle décrite par I’équation de Newton

dZi'k _ _
kw(t) ==V Wt z1(t),--- Tm(t))
avec
Z t :v 2k 2
R? |x_$k‘ 1<k<I<M Zk — 2
ou

plt.z) = N /R3(N—1) W‘Q(t; T, Tz, N) Aoy doy

est la densité électronique a I'instant ¢. Chaque noyau se déplace donc selon une dynamique
newtonienne dans le potentiel créé par les autres noyaux et par la distribution électronique

moyenne p. Le terme
_ Z/ 2k p (t,z)
R |7 — 2| xk\

est appelé potentiel d’Hellman-Feynman ; son expression est reliée au théoréme d’Ehrenfest
[16, 39].

Il faut ensuite, comme dans le cadre stationnaire, introduire des approximations de I'équa-
tion de Schrodinger électronique (67). On présente ici 'approximation TDHF (time-dependent
Hartree-Fock) qui consiste a forcer la fonction d’onde électronique 1 a évoluer sur la variété
des déterminants de Slater

Sy = {¢ = \/%det(fﬁi(mj))a ¢i € H'(R?,C / i ¢j = }’

la dynamique découlant de la stationnarité de 1’action

T ,
| Re (), (o — HEO)pi0) ar
0

Les équations du mouvement s’écrivent alors en fonction des orbitales ¢; sous la forme

.3@'
"ot

{fEk }¢Z+Z)‘U¢J

ou

7 1 M zZ il * 1
g = _§A+k§ B _kj (Z gl —> -2 <¢j '*;|> 4
= j=1
et ot la matrice (A;;(¢)) est hermitienne pour tout ¢. Les (X\;;(¢)) sont des degrés de liberté
associés & l'invariance de jauge ®(t) — ®(£)U(t) (®(t) désigne le vecteur colonne de
composantes les ¢;(¢)) pour toute fonction réguliére ¢ — U(t) a valeurs dans le groupe des
matrices unitaires U(N). On peut en fait les éliminer par un changement de jauge adéquat

et on obtient ainsi 8(;5
0P {Ik }
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Le modéle TDHF non-adiabatique s’écrit finalement

( d2xk _ _
my—g (1) = =V Wt z1(t), - 2m(t)

M
t,

. =1 /R® Jo — 24| 1<k<I<M |z — @1 (69)
p(t,ﬂ?) = Z ‘¢’i($at)‘2
i—1
0di _ Fla0)}
L L Ot {¢lk Pi-

Prise en compte de la présence d’un champ laser

La prise en compte de la présence d’'un champ laser dans le modele TDHEF non adiabatique
ne donne lieu & aucune difficulté : il suffit d’ajouter le terme 2,E(t) a la force s’appliquant
sur le noyau k et ’Hamiltonien d’interaction £(¢)-z a l'opérateur de Fock. On obtient ainsi

( dQZEk ~ ~ .
kg (1) = =Va,W (LT (1), Fa (1)) + (1)
Wit o= -3 [ 2 g, 5w
1 L1, s LM = 3 |{17 —fik‘ I<h<I<M |fik — 7y
N - (70)
pt,z) = |¢i(z,1)]
i=1
O {xk )
\Zat_ Qsl (()$)¢z

Le cas des modeles (65) et (66) est plus complexe. Si on continue & considérer que les élec-
trons sont & tout instant dans I’état qui minimise leur énergie, ce qui revient & généraliser

(65) par

( M
O, 1
T 2 gy e T Wy

Welar,-+anr) =int {7 (i o)) + - ([ wpala)de), @ = {pi}ician € Wi

., M
& (Z Zkiﬁk> ,
\ k=1

on aboutit 4 une impasse. En effet, pour tout & # 0, Wg(z1,-++,Zp) = —oo (les élec-

trons s’échappent a l'infini dans la direction de —5) Pour comprendre comment prendre
en compte la présence d'un champ laser dans les modeéles adiabatiques, considérons une
molécule soumise & un champ électrique uniforme et stationnaire. Expérimentalement, on
observe un décalage (un shift) des raies du spectre électronique de la molécule proportionnel
au champ électrique, tout au moins pour des champs faibles (effet Stark).

Cela semble montrer que les énergies des états stationnaires de 'Hamiltonien perturbé sont
déplacées sous l'effet du champ électrique et qu’on peut espérer calculer ces déplacements
pour des champs faibles par une méthode de perturbation au premier ordre. En fait la
situation est plus un peu plus compliquée. Pour voir cela, décrivons ce qu’il advient dans le
cas simple de I’atome d’Hydrogéne dont I’Hamiltonien électronique en 1’absence de champ
s’écrit

1 1

Hy=—--A—-—.
T 2T g
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[’Hamiltonien perturbé par le champ électrique est donné par

Hz—lA—i—l-S-x;
2 g
c’est le prototype des Hamiltoniens de Stark, appellation qui désigne tout Hamiltonien
moléculaire sous champ électrique extérieur uniforme. Le spectre de H est radicalement
différent de celui de Hy, et ce, méme pour des champs faibles. On montre en effet (facile-
ment [54]) que oess(H) = R alors que oes5(Hp) = [0,4+00) et (plus difficilement [5]) que
oq4(H) = 0 alors que o4(Hy) = {—#}%N*. On voit donc en particulier que H n’a pas
de valeurs propres, ce qui rend difficile 'interprétation du spectre de raies effectivement
observé expérimentalement.

On peut cependant comprendre intuitivement ’explication physique de I'effet Stark. L’élec-
tron est en effet placé dans un potentiel total dont I’allure est représentée sur la figure 4. Un
électron pris dans le potentiel du noyau peut donc traverser par effet tunnel la barriére de
potentiel et migrer ainsi vers la zone des potentiels infiniment négatifs : c¢’est le phénoméne
d’ionisation sous champ. Pour des champs faibles, la barriére & franchir est large et de ce
fait, un électron pris dans le potentiel du noyau met beaucoup de temps & s’en évader. Il
reste donc un “long moment” lié au noyau dans un état “quasi-stationnaire” polarisé par
le champ. Ce sont les transitions entre ces niveaux quasi-stationnaires qu’on observe par
spectroscopie sous champ électrique. Pour calculer les déplacements des raies du spectre
électronique dus a l'effet Stark, il faut identifier les états quasi-stationnaires et associer a
chacun d’eux une “quasi-énergie”.

Energie potentielle
A électronique

Y

Barriere de
potentiel _--~

Quasi-énergie

Flux d'électrons

/

FiG. 4 — Un état quasi-stationnaire en présence d’'un champ électrique.

Pour donner un sens mathématique a ces concepts, considérons un état propre ¥g de Hy
d’énergie Fy et appliquons formellement la méthode des perturbations afin d’exhiber un
état propre ¢ de H “voisin” de 1y d’énergie E “voisine” de Fj : cherchons une solution
((X), E(X\)) de I'équation

(Ho + AV)9(A) = E(Np(N), (71)
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+0o0
avec V = € - z pour A € R, sous la forme (A Z ANy, E(X) = Z A"E,. En reportant

ces expressions dans 'équation (71) et dans la condltlon de normahsatlon lv(A)]| =1, on
obtient pour tout n € IN*

(HO - EO) @bn = En@bO + fn
(Rsn) { ("/’0a'¢n) = Qp

ol f et oy, ne dépendent que des {9k }ocp<,_1 €t des {Ek}0<k<n71. Lorsque le systéme
triangulaire (RS), défini comme 1'union des systémes (RS), a une solution et une seule,
on obtient de la sorte deux séries formelles en A,

+00 “+oo

SN, et Y N'E

n=0 n=0

appelées séries de Rayleigh-Schrédinger. Si ces deux séries ont un rayon de convergence

+00
strictement supérieur a 1, il est clair que 1 = (1 Z Ypet E=FE(1 Z FE,, vérifient
n=0 n=0

Hip = EY,

c’est-a-dire fournissent un état propre de I’'Hamiltonien perturbé ainsi que son énergie.
En pratique, on ne calcule que les k& premiers termes des séries de Rayleigh-Schrédinger ;
on dit alors qu’on a mis en oeuvre la méthode des perturbation a l'ordre k. Les séries
de Rayleigh-Schrédinger convergent au sens usuel pour des perturbations “réguliéres” de
I'Hamiltonien Hj [35]. Ce n’est pas le cas pour la perturbation V = £. z, pour laquelle

1. les séries de Rayleigh-Schrodinger sont bien définies, mais leur rayon de convergence
est nul ;
2. ces séries sont Borel-sommables en A = 1 pour |€| assez petit, et la somme au sens

de Borel de la série des énergies est un nombre complexe €(€), qu’'on décompose en
partie réelle et partie imaginaire sous la forme

=,

3. pour £ assez petit, e(f) est une résonance de 'opérateur Hy + £ .

En comparant théorie et expérience, on constate que les valeurs de E(g) obtenues pour
le fondamental et les différents états excités permettent de retrouver les bonnes valeurs
du décalage des raies du spectre électronique par effet Stark. En outre, I'(£) fournit une
+oo
estimation de la demi-vie [16, 39] de I’état quasi-stationnaire Z Y.
n=0
Pour le modéle & N corps décrivant la structure électronique d’un systéme moléculaire plus
complexe, la situation est la méme. On est donc conduit & définir le potentiel Wg par

M
We(Z1, -+, Zn) = Ug(Z1, -, Zm) — € (Z Zﬂk)
k=1
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ou Ug(Z1,- -+, T ) désigne la résonance de 'Hamiltonien de Stark électronique

N
Hizel -I—E-in

i=1
issue du fondamental U(Zy,---, %) de H1%:}, Ceci concerne le cadre linéaire.
Pour estimer maintenant Ug(Z1, --,Zy) dans approximation de Hartree-Fock, il faut

considérer les développements en séries de Rayleigh-Schrodinger non linéaires obtenus en
introduisant le terme de perturbation A€ - x ¢; dans les équations de Hartree-Fock (13) et
en cherchant des solutions sous la forme

+00 +00
V=", a0 =3 A
n=0 n=0

La suite <<I>(") = {QSZ('“)} . ,61('“)> obtenue a partir d’une solution non perturbée
I<i<N neN
(q) = {¢si, }1<icn ,ei) est solution du systéme triangulaire (RSHF) = {(RSTIL{F)} -
>0 n
HF (HHF‘I)( ) §n¢z—f~ I1<i<N
Jrs ¢i P = I<i<N

avec @) = ¢;, €) = ¢;,

m _lnf n 40 400
YN = 7y I ge i P

La notation HF désigne 'opérateur auto-adjoint non-borné sur (L2(IR?*))"N de domaine
(H2(R3))N deéfini pour tout U = {u;},<,cn € (H?(R?))N par

1 N 1 N 1
N N
—€;U; + 2 (Z ¢jUj ) Z <¢,u] > (]59
i=1 i=1

Dans [EC04], nous établissons le résultat suivant, dont la preuve repose essentiellement sur
une application repétée du principe du maximum pour les équations elliptiques.

> (sts+ o)

j=1

Théoréme 6 Supposons que la solution non perturbée ('1) = {¢y, }1§z‘§N , ei) soit telle que

1. €1 < €< -+ <en <0 (non dégénérescence des orbitales occupées)

2. HUV coercif sur

N:{U:{ui}KKN, u; € H'(R?), /3¢iuj:0, Vlgi,jSN}.
- R
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Alors, le systéme triangulaire (RSTF) admet une solution et une seule. En revanche la série
de Rayleigh-Schridinger associée a un rayon de convergence nul. De plus les équations de
Hartree-Fock

—%Afﬁi + Vi + <P«1> * %) bi — /R3 Tq)_(:;j) i(y) dy + (5 117) ¢i = €
/R3 bip; = 0ij-

n’ont pas de solution deés que 5_"7& 0.

Dans les expériences de controle par laser des processus moléculaires, le champ laser reste
en général suffisamment faible pour qu’on puisse se limiter & un développement perturbatif
a lordre 2. On obtient alors

—

Wg‘(fil,“‘,i‘M) = W(jla"'afiM) _E'ﬁ(gajla"'ajM)a

avec .
D€, 21, 2m) = Do(@1, -, &u) + 5 &1, Tur) - €

ol 730(9_61, -+, Zpr) est le moment diélectrique permanent et a(Zq,---,Za) le tenseur de

polarisabilité de la molécule pour la configuration (Z1,- -+, Zas) des noyaux. Dans I’approxi-

mation de Hartree-Fock

. M
Do(Z1,  ,Zpm) = kx| — xp(x)dr 72
0(Z1 M) <k§1kk> /R3 p(x) (72)

N
ou p(z) = Z@(zp)Q est la densité électronique du fondamental non perturbé pour la
i=1

conﬁgurationi{:ikhSkSM des noyaux et
(1)
vi<lm<3, [alm, o) =-4 /Rsxl;qsi@ ’ (73)

ou qﬁz(l)’m désigne la solution de (RSHF) avec € = &, (&, désigne le vecteur unité de la
m-iéme composante de ]R3). Les estimations a priori de la croissance & l'infini des ¢§n)
données dans [EC04| permettent de voir que les intégrales apparaissant dans (72) et (73)
ont un sens et qu’il en va de méme a tous les ordres de perturbation.

Propriétés mathématiques des modéles.

On examine dans cette section le caractére bien posé (existence et unicité de la solution en
temps long pour une condition initiale de régularité donnée) des divers modeéles présentés
ci-dessus.

Pour toute donnée initiale

N
M
T(0) = Ty € @ L*(R*C)® \ L*(R?C)

I'équation de Schrodinger (63) est bien posée; c’est une conséquence directe du Théoréme
de Stone (Popérateur H est auto-adjoint sur L?(R3*M*N)) de domaine H2(R3M+N)),
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On peut voir assez facilement que le potentiel effectif

_ _ _ _ 2k 21
U(xl,"',x]\/[)=W(£C1,"',x]\/[)_ = -
1<k<I<M |z — 2]

est borné (qu'il soit donné par (3) ou par I'approximation de Hartree-Fock) et qu’en consé-
quence 'Hamiltonien nucléaire

LA
= — N, + W (T, Z)
2my,
k=1
est auto-adjoint sur L?(R3*M) de domaine H?(IR3M). Le modéle (65) avec condition initiale

Pn(0) =4 € L*(R*M)

est donc bien posé. De méme, le systéme dynamique (66) a une solution et une seule pour
toute condition initiale

7.(0) = =0 R3
Qﬁk( ) Ty € ) dt

0)=u) €eR® VI<k<M.

Dans [EC09], nous avons effectué I’étude des systémes non linéaires (69) et (70); nous
avons établi les deux théorémes suivants

Théoréme 7 Soit ¢! € H*(R3, C) pour 1 <i < N et S R3, vy € R?3 pour1 <k < M.
Alors le systéme (69) avec données initiales

admet une solution et une seule ({Tp}<peps>10it1<icn) dans
M N
(C2(0, 400, R?) " x (C'([0,+00], L*(R?, €) N C*([0, +00[, HA(R?, C))
Théoréme 8 Notons

H2/(R?, 0) = {¢ e HARY,0), /11 [xP¢ € LX(R, 0)} -

Soit ¢9 € Hle(]R3,C) pour 1 < i < N et 1) € R3, v € R3 pour 1 < k < M. Soit
£ € C°([0, +oc[,R?). Alors le systeme (70) avec données initiales

dt

"
7:0) =30, ZE0)=2, Vi<k<M
¢i(0) =¢), VI<i<N

admet une solution et une seule ({Zp}<peps>10iti<icn) dans

(C2(10. 4 BR*)) " x (C'([0, +ool. (R, €) N CO([0, +oo], H (R, €)) "
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2.2 Un résultat théorique de contréle optimal

Cette section présente un résultat obtenu avec Claude Le Bris et Mathieu Pilot [EC14]
relié & la question du contrdle par laser de processus moléculaires. Imaginée dés les années
1960, la possibilité d’utiliser un champ laser pour contréler les processus moléculaires est
devenue récemment une réalité expérimentale [4], dont les applications potentielles sont
trés importantes.

Nous avons prouveé l'existence d'un contrdle optimal £(¢) du systéme

Ode _ 1 1 .
E = D= e+ (el ) det EWRD Gy
¢8(0) = o,

permettant de minimiser le critére
J(E) = llge(T) = b7l 7o e,y + ENE (0. 17:m)-

Dans ce probléme ¢g(t) € L*(R3;C) désigne 1'état du systéme a Pinstant ¢ lorsqu’on
applique le champ laser ¢t — £(t)€; (€1 est un vecteur unitaire fixé), ¢q l'état initial du
systéme a4 t = 0, T > 0 l'instant final de Pexpérience, ¢ € L*(IR3,C) un état “cible”, et
a > 0 un paramétre de pénalisation.

On peut donner au modele (74) une signification physique : il décrit une paire d’électrons

de spins antiparalléles évoluant dans le potentiel central coulombien —W soumis a un
x

champ laser ¢t — £(t)e. Mais la raison essentielle qui a guidé notre choix est qu'’il s’agit
du modele le plus simple rassemblant toutes les difficultés de (64) et de ses approximations
non linéaires de type time-dependent Hartree [48] : controle bilinéaire (le controle multiplie
I’état), non linéarité par rapport a la variable d’état, singularité coulombienne éventuelle.

La caractére bien posé du probléme d’évolution (74) peut étre établi a I’aide de considéra-
tions analogues a celles mises en ceuvre dans la preuve du théoréme 7. Le principal résultat
de notre étude fait I'objet du

Théoréme 9 Il existe un contrdle optimal solution de

inf J(E).
£eL?(]0.T,R)

Un analogue du théoréme 9 est vrai pour toute fonctionnelle de cotit de la forme

J(E) = (¢(T),09(T)) + all €72 qorm)
ou

T N
J(E) :/0 (6(1), 06(t)) + all€l 720,171

O désignant une observable (un opérateur auto-adjoint) borné sur L2(R?).

En fait, du moment que le critére comporte un terme de pénalisation du champ du type
aHEH%%[O’T};R) (régularisation de Tychonov), le résultat de controlabilité optimale que nous
avons établi peut étre étendu & tous les probléemes de controle par laser de processus
moléculaires dont nous avons connaissance. La preuve du théoréme 7, combinée a celle du
théoréme 9, montre en effet comment venir & bout des difficultés techniques que sont les
singularités coulombiennes, les non linéarités et la perturbation en £(t)-D de I’Hamiltonien.
En revanche, nous ne savons pas conclure & l'existence d’un controle optimal pour des
critéres ne comportant pas de terme de pénalisation du champ.
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2.3 Orientation par laser de molécules linéaires

Avec Osman Attabek, Anne Auger, Adel Ben Haj Yedder, Claude Dion, Arne Keller et
Claude Le Bris, nous nous sommes intéressés plus particuliérement au probléme du controle
par laser de l'orientation d’une molécule linéaire pour les raisons suivantes :

1. le controle de l'orientation moléculaire est une premiére étape vers le controle des
réactions chimiques. En effet, orienter les molécules permet d’augmenter ou de dimi-
nuer les sections efficaces de collision et de favoriser ainsi telle ou telle réaction aux
dépens de telle autre;

2. des travaux récents [56] ont montré la faisabilité expérimentale du controle par la-
ser de l'alignement (orientation selon €, ou —¢&, indifféremment) et son role dans
I’amélioration des rendements des réactions chimiques ;

3. enfin, le processus d’orientation d’'une molécule linéaire se décrit en premiére approxi-
mation par un modéle simple qui peut étre simulé sans difficultés sur une station de
travail standard.

L, e .

laquelle des expériences d’alignement [56] ont effectivement été réalisées, mais les déve-
loppements ci-dessous s’appliquent & toute molécule linéaire. On va chercher a exhiber un
champ laser £(t)e, polarisé rectilignement selon I’axe Oz permettant d’orienter la molécule
HCN dans la direction —e,.

Modélisation

On peut se débarrasser de l'invariance par translation du systéme en décrivant ’état de
la molécule dans les coordonnées de Jacobi (R, 7,6, ¢) relatives au centre de masse du
groupement CN (figure 5) : R désigne la distance entre 'atome H et le centre de masse du
groupement CN, r la distance CN, 6 et ¢ les angles des coordonnées sphériques.

F1G. 5 — Coordonnées de Jacobi relatives au centre de masse du groupement CN

En supposant que la molécule peut s’étirer mais ne peut pas se tordre, 'Hamiltonien de
la molécule libre et son opérateur moment dipolaire s’écrivent alors respectivement sous la
forme

HO = Hvib(Ra'r) + Hrot(Ra r, 97 (P) + W(R,’I")
et

D(E)=Do+50a-&

Do = (R, 7)és, a=qa)(Rr)(@e)+ta(Rr)(6®@e +e®e).

[a—y

L’Hamiltonien Hy;,(R,r) décrit énergie cinétique de vibration du systéme (extension des
liaisons C—H et C=N), H,o(R, 7,0, @) énergie cinétique de rotation, W (R, r) le potentiel

46



internucléaire, et ug(R,r)es3 le moment dipolaire en I'absence de champ laser (€5 désigne
I'axe de la molécule). Enfin, oy (R, 7) et a (R, r) représentent les composantes paralléles et
perpendiculaires du tenseur de polarisabilité qui est diagonal dans le repére orthonormal
(gl, 62, 63) et tel que O{” = (33 and | = (11 = (99.

Pour simplifier, nous avons supposé que la molécule HCN se comportait comme un rotateur
rigide et nous avons donc figé les variables R et r & leur valeurs d’équilibre notées Ry et
ro. Nous avons en outre supposé que la molécule avait un moment angulaire nul & l'instant
initial ; dans ce cas, le composante selon z du moment angulaire est conservée égale & zéro,
puisque le champ laser est polarisé rectilignement selon cet axe. Cela se traduit par le fait
que la fonction d’onde ¥ ne dépend pas de la variable angulaire ¢.

Sous ces approximations, I’Hamiltonien du systéme s’écrit donc

H(t) = Hyo + Hlaser(t)a (75)
e 1 19 9
H,,; = — — [sing=
" Y (umen RE + pont?) sin 09 (Sm aa)
et
£ (t) 2 9
Higser () = —po(Ro, 70)E () cos § — [ (Ro, m0) cos? 0 + vy (R, o) sin? 6] .
N mcmn mp(mc +my) ) g
ol oy = —— et ugon = représentent des masses réduites. No-
mc + my mg +me +my

tons que les valeurs de Ry et de ry peuvent étre calculées ab initio, ainsi que celles des
coefficients fuo(Ro,70), oy/(Ro,70) et ai (Ro,70) (grace aux formules (72) et (73)).

Pour mesurer l'orientation, nous avons introduit le critére instantané

je(t) =/ cos 0 | 4he (6, )] sin 0.d6
0

qui est minimum lorsque la molécule est orientée selon —e, et diverses fonctions objectifs,
notamment

)= [ ety a

et

Jo(€) = té?&,r%ﬂ(t)'

Le critére J; sera utilisé pour orienter la molécule “en moyenne” dans l'intervalle de temps
[0,T7], et le critére Jo pour obtenir une orientation plus marquée quitte & ce que ce soit sur
un intervalle de temps trés court.

Les champs &(t) que nous avons considérés consistent en la superposition de N impulsions

En(t) .
E(t) = Zgn(t)a
n=1

chacune des impulsions &,(t) étant de la forme

(0 si t S tgn
s t—1
gOn sin2 |:§ (ﬁ):‘ si tOn S t S tln
n — lOn
5n(t) =< & si oty <t <to
. T tan — 1 .

Eop sin® [— <7>] si to, < t <t

on 2 t3n — t2n 2n > > U3n
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Chaque impulsion est donc caractérisée par un ensemble de sept paramétres ajustables : la
pulsation wy, la phase relative ¢,,, 'amplitude créte &, et les quatre instants t;, (allumage
en tg,, montée en puissance dans U'intervalle de temps [ton, t1p], plateau [t1y,, ton], extinction
progressive dans 'intervalle de temps [to,, t3,]). Les simulations que nous avons effectuées
impliquaient de deux & dix impulsions (i.e. de 14 & 70 paramétres).

Méthodes numériques

Afin d’intégrer I'équation

oV
'LE = H(t) ¥, (76)
¢(t = ) = 1o

pour un champ laser £(¢) donné, nous avons utilisé une grille uniforme de taille N = 128
pour discrétiser la variable d’espace 6 et un schéma en temps de type operator splitting de
pas constant 0t = 1.5 u.a. Ces choix sont fondés sur le fait que U'opérateur Hj,ger(t) est un
simple opérateur de multiplication et qu’on dispose d'un schéma stable et précis & ’ordre 2
en 6t [18] pour appliquer Uopérateur discrétise e=*% frot 3 un vecteur en O(N) opérations
(ce schéma utilise 'approximation de Cayley e * = (1 — z/2)(1 +z/2) ! + O(z?) et une
transformée en cosinus, d’ot le choix d’une grille uniforme de taille 2P pour la variable
d’espace 0).

Diverses méthodes d’optimisation du champ laser ont été testées. Les méthodes déter-
ministes (gradient conjugué non linéaire et BFGS [12]) se sont avérées inadaptées a ce
probléme en raison du nombre élevé de minima locaux. En revanche, les méthodes stochas-
tiques (algorithmes génétiques et stratégies évolutionnaires [49]) ont montré leur efficacité
dans ce domaine.

Résultats numériques.

Les procédures d’optimisation stochastiques ont mis en évidence plusieurs types de mini-
miseurs locaux du critére [EC17, EC18, EC20], dont deux ont une structure simple :
— superposition de deux lasers dont I’'un a une fréquence double de celle de 'autre;
— deux lasers de méme fréquence et de méme amplitude décalés dans le temps d’une
demi-période.
La premiére famille de solutions correspond & un processus d’orientation qui avait été
imaginé par les physiciens (voir [19]); la simulation numérique n’a servi qu’a optimiser
des paramétres. A l'inverse, la deuxiéme famille de solutions a été mise en évidence par
I'optimisation numérique, et a regue par la suite une interprétation physique. Il s’agit en
fait d’'un processus d’orientation par kick :
1. durant la phase d’allumage des lasers, le champ a la forme d’'une impulsion asymé-
trique soudaine (environ 0.25 ps a mettre en rapport avec la période de rotation de

la molécule qui est de I'ordre de 11 ps) qui donne une impulsion & la molécule et la
met en rotation ;

2. sur l'intersection des plateaux des deux lasers, le champ total est nul puisque les lasers
ont méme amplitude et méme fréquence mais sont en déphasage de 7 ; la molécule
évolue donc librement.

Pour comprendre intuitivement le mécanisme d’orientation par kick, on peut se référer a
un modéle classique dans lequel une molécule est représentée par une barre rigide. On
suppose qu’a l'instant ¢ = 0, les barres représentant les molécules du jet moléculaire sont
orientées de fagon isotrope et ont chacune un moment angulaire nul. Dans le mécanisme
d’orientation par kick tout se passe comme si chaque molécule recevait au cours de la phase
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d’allumage des lasers un impact soudain qui la mettait en rotation. Comme l'intensité de
I'impact dépend de 'orientation de cette molécule & ¢ = 0, les molécules n’ont pas toutes
aprés 'impact la méme vitesse angulaire et 1’orientation moyenne jg¢ = (cos#) (moyenne
sur les molécules du jet, évaluée a l'instant ¢) est une fonction du temps qu’on peut chercher
a rendre aussi proche de —1 que possible.

Les meilleurs taux d’orientation (J;(€) = —0.23, J2(€) = —0.82) ont été obtenus par une
succession de kicks (train of kicks). Ce type de champs permet également de maintenir une
certaine orientation sur un intervalle de temps relativement grand (quelques picosecondes).

Signalons qu’un kick est une impulsion relativement “facile” & produire puisqu’il “suffit” de
séparer le faisceau principal en deux secondaires de méme intensité et de les recombiner
ensuite aprés les avoir déphasés d’un multiple impair de 7, en jouant sur la différence de
longueur des chemins optiques.

2.4 Condensats de Bose-Einstein

Un condensat de Bose-Einstein est un état de la matiére dont 1'existence a été prédite par
A. Einstein dés 1924 mais qui n’a été observé expérimentalement qu’en 1995 (E. Cornell,
W. Ketterle, et C. Wieman ont obtenu pour cela le prix Nobel de physique 2001).

Un condensat idéal consiste en un ensemble de N bosons identiques de masse m décrits &

tout instant ¢ par une fonction d’onde a N corps ¥(¢, %1, -+, Zn) de la forme
N
\Il(tafla 758]\7) = Hw(tafl)
i=1

Cela signifie que les N bosons peuplent le méme état de I'espace de Fock [7]. Un conden-
sat réel peut étre décrit en premiére approximation par une fonction d’onde (¢, #) dont
I’évolution est régie par I'équation de Gross-Pitaevskii

o 1 ATN
12— LA 4 Ve + T
ot 2m m

Y2y (77)

ou Vzt désigne un potentiel extérieur permettant de confiner les bosons et a une longueur

de diffusion caractérisant les interactions entre ces bosons. En général, le potentiel Vi est

un potentiel harmonique isotrope ou non, résultant de ’action d’un champ magnétique :
R 1

Vvezt(fp) = ‘/Yf:xt(xaya Z) = Em ((‘}:%332 + w;yQ + (“)222) :

Dans la plupart des simulations numériques, la résolution de 1’équation (77) se fait en

utilisant une technique d’operator splitting consistant & intégrer séquentiellement sur de

petits intervalles de temps

— tantot ’équation

o0 4tNa,
i = (Ve + 2210 ) 0, (78)
— tantot I’équation
O 1
— = ——A1.
Yot 2m v (79)

En utilisant une grille uniforme en espace comportant 2P points par directions, on peut
intégrer (78) dans 'espace réel, intégrer (79) dans l'espace de Fourier et passer d’un espace
a lautre par transformation de Fourier rapide.
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Avec Claude Dion, nous avons proposé dans [EC23| une méthode numérique alternative
qui exploite les formes particuliéres du potentiel V,,; et de la nonlinéarité |¢|?1). Par un
simple changement de variables, on peut en effet récrire (77) sous la forme

2 ,9.2) = |2 Ho(w) + 2 Ho(w) + Ho(e)| (1, 2,,2) + Nt 2,,2) Pyt .9, 2)
(80)

ou

1 02 1 1 H? 1 1 62
How) = —552+3% M) =—355+30" -

Notons (¢, )nen la base de L2(IR3) formeée des vecteurs propres de Hy :

Hop,, = Eyon, E,=n+ %7 an(fE) = Hn(fE) 6712/27

ou Hy(z) désigne le n-ieme polynoéme d’Hermite, et construisons une approximation de
Galerkin de ’équation (80) en prenant comme espace d’approximation I'espace X7 engendré
par les fonctions

(b (@), (9)6n. (2)) o, o oy

ou Z est un sous-ensemble de cardinal fini de IN?. En notant

brt,z,y,2) = Y. Cnpnyn. (O)bn, (2)bn, (). (2)

(nmznyznz)el—
la solution approchée ainsi obtenue, on voit que C = [¢y,n,n.] vérifie

.dC

i~ (t) = hO(t) + AF(C(1)) (81)

ou

w 1 w 1
[hC]nznynz = Enznynzcnznynza Enmnynz = w_z (nx + E) + (.d_y <ny + _> + <nz + _>
z z

et
POnnyn. = [ 2(2,5,2) 20,5, 2) du, (@) o, () b, () dody dz. (52)

L’intérét de cette approche réside dans plusieurs points :

~ le systéme (81) est un systéme Hamiltonien; pour voir cela il suffit de séparer les
Cnynyn, €N parties réelles et parties imaginaires, les premieres s’interprétant comme
des moments, les secondes comme des positions. On peut donc utiliser des schémas
en temps symplectiques si on souhaite étudier le systéme en temps long;

— il n’est pas nécessaire d’utiliser une méthode d’intégration numeérique approchée pour
évaluer la composante non linéaire (82) ; en effet, si on utilise des points d’intégrations
de Gauss-Hermite bien choisis, on peut intégrer ezxactement (a la précision machine
prés) les formules (82). Une telle situation se rencontre rarement dans la mise en
ceuvre de méthodes spectrales [9].

Plusieurs choix pour I’ensemble Z sont possibles. Dans [EC23] nous nous sommes limités a
des bases tensorielles Z = [0, N;] x [0, N, ] x [0, N.] mais des choix plus astucieux permettent
de réduire la taille de la base sans perdre de précision, par exemple 'utilisation d’un cut-off
en énergie :

= {(n:canyanz) € N37 Enznyn; < Ecutoff}-
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Dans [EC23], nous avons testé cette méthode sur deux benchmarks classiques (respiration
du condensat et modes ciseaux [31]). Dans le cadre d'une collaboration avec le laboratoire
Aimé Cotton d’Orsay, nous allons maintenant 1’appliquer & la simulation d’un systéme
de deux équations de Gross-Pitaevskii couplées. Il s’agit d’étudier l'interaction entre un
condensat d’atomes de Césium ou de Rubidium et un condensat de molécules diatomiques
de la méme espéce.

3 Du microscopique au macroscopique

La section 3.1 a pour objet le lien entre les simulations de dynamique moléculaire et le
calcul de grandeurs thermodynamiques macroscopiques.

La section 3.2 synthétise des travaux sur les modéles de continuum polarisable permettant
de calculer des grandeurs macroscopiques relatives & une espéce chimique en solution sans
prendre en compte explicitement les molécules de solvant.

Comme mentionné dans l'introduction, le passage direct du niveau atomique au niveau
macroscopique n’est possible que si la matiére ne s’organise pas en sous-structures méso-
scopiques. Dans ce dernier cas, des modeéles hiérarchiques ou multi-échelles sont nécessaires.
La section 3.3 est consacrée & ’analyse d’'un modéle multi-échelle décrivant la rhéologie
d’une suspension concentrée.

3.1 Calcul de moyennes dans des ensembles thermodynamiques

La chimie quantique permet aujourd’hui de calculer les états stationnaires de systémes mo-
léculaires de quelques centaines d’atomes, et de simuler I’évolution (dynamique moléculaire
ab initio) de systémes comportant quelques dizaines d’atomes sur une échelle de temps de
lordre de quelques picosecondes. En utilisant des potentiels empiriques (dynamique mo-
léculaire classique), on parvient au prix d’'une perte de fiabilité des résultats a simuler
le comportement d’'un assemblage de quelques millions d’atomes sur quelques dizaines de
nanosecondes.

Ces ordres de grandeurs sont compatibles avec I’étude de certains phénoménes microsco-
piques (stockage d’information dans un quantum dot en nano-électronique) mais restent
tres eloignés de ceux relatifs aux systémes macroscopiques (rappelons qu’'un gramme d’eau
contient environ 10%® atomes). En fait, exploitation de résultats de simulation molécu-
laire nécessite la plupart du temps le recours a la physique statistique [7], qui permet, sous
I’hypothése de I'équilibre thermodynamique local,

1. de montrer qu'on peut décrire le systéme & l’échelle macroscopique & 1’aide d’un
petit nombre de champs macroscopiques (masse volumique, vitesse, énergie interne,
température, tenseur des contraintes, entropie, polarisation, ...);

2. d’exprimer les valeurs de ces champs en chaque point de 1’espace macroscopique
comme des moyennes sur un ensemble de configurations microscopiques ;

3. et, parfois, d’exhiber des lois permettant de relier entre eux les champs macrosco-
piques.

Dans certains cas, notamment celui des gaz peu denses composés d’un petit nombre d’es-
peéces chimiques, il est relativement simple de mettre en ceuvre le programme de la physique
statistique car on peut considérer chaque molécule comme pratiquement isolée. En calcu-
lant le spectre énergétique d’une molécule de chaque espéce et en effectuant des moyennes
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statistiques, on peut obtenir par exemple une bonne approximation de la capacité calori-
fique ou du spectre infrarouge du gaz en fonction de la température et de la pression.

En phase condensée (solide ou liquide), les interactions intermoléculaires sont plus impor-
tantes et on ne peut plus se contenter d’extrapoler des résultats obtenus sur une molécule
isolée. Pour calculer des grandeurs thermodynamiques (par exemple des énergies libres de
solvatation) ou des lois de comportement thermo-mécaniques qui aient un sens, il faut ef-
fectuer des moyennes sur ’espace des phases d’un systéme microscopique comprenant un
grand nombre d’atomes.

La plupart des simulations de dynamique moléculaire utilisent des conditions aux bords
périodiques (voir figure 6) pour minimiser les effets de surface et empécher le systéme de
s’évaporer. Tout se passe alors comme si les N atomes qui sont & tout instant dans la cellule
de référence se déplacaient sur un tore 7 de dimension 3, de volume V' = L; Ly L,. On peut
par ailleurs supposer nulle 'impulsion totale des N atomes de la cellule de référence (il
suffit pour cela de considérer un référentiel qui se déplace a la vitesse macroscopique, vitesse
constante a I’échelle des temps moléculaires). L’espace des phases du systéme microscopique

N
s'écrit alors TV x Py ot Py = {{pk}1<k<N € RV, Zf)k = 0}, et le mouvement des
o k=1

atomes est régi par le systéme dynamique d’Hamiltonien
N pQ
~(g,p) ];27% N(Z1, - ZN)

oitq = {z}} € TV désignent les positions et p = {py} € Py les impulsions des atomes de la
cellule de référence, my la masse de 'atome k et Vy(Z1,--- Zn) un potentiel d’interaction.
Selon la taille du systéme et les moyens de calcul disponibles, le potentiel Viy peut étre
calculé ab initio ou approché par une expression analytique empirique. Notons bien qu’il
faut dans tous les cas prendre en compte non seulement les atomes présents dans la cellule
de référence, mais aussi toutes leurs images sur le réseau.

Cellule de référence

. ° ° 4 ° . ° L4 . . ° °
. e . ° . e
° ° ° . ° °
° ° ° ° ° ° ° ° . ° ° °
i —
. . . . X3 ):10 _ e A X9 . . . .
. . _ _ X5 § . .
L y X2 X4
. ° _ e _ ° °
X1 Xg X1 X2
° . . . ° . ° . ° °
. . ° * . . ° L4 . . ° °
. ° . ° o °
° ° ° ° ° °
° ° ° ° ° ° ° ° . ° ° °
L x

Fi1G. 6 — Dynamique moléculaire avec conditions aux limites périodiques

Supposons maintenant que la grandeur macroscopique A qu’on souhaite calculer (voir
[1, 23] pour des exemples précis) puisse étre obtenue en calculant pour N grand la moyenne
de l'observable microscopique Ay(q,p), fonction des positions ¢ et des impulsions p des
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atomes de la cellule de référence. La valeur moyenne de 1’observable est donnée par
Avdu= [ An(a.p)du (33)
TNX'PN

oil f1 est une mesure sur 7V x Py qui dépend de I’ensemble thermodynamique dans lequel
on effectue le calcul. Ainsi g = e dans I'ensemble microcanonique NVE (nombre de
particules N, volume V et énergie F constants) ol . désigne la mesure invariante sur
la variéte Hy'(E), et

exp(—Hn(q.p)/ksT)dqdp

1
e 2w v

dans I'ensemble canonique NVT (nombre de particules N, volume V et température T
constants). Dans la formule ci-dessus, Z.(N, V, T) est la fonction de partition de I’ensemble
canonique
Z(NV.T) = [ exp(~H(a.p)/buT) dqdp.
TN xPn

kp désignant la constante de Boltzmann (rappelons que 7 est un tore de volume V). On
peut aussi définir de fagon similaire (voir [23] par exemple) des moyennes dans 1’ensemble
thermodynamique NPT (nombre de particules N, pression P et température T' constants),
dans I'ensemble grand canonique yPT (potentiel chimique p, pression P et température T
constants), ... Notons que tous les ensembles thermodynamiques sont équivalents lorsque
le nombre de particules N tend vers I'infini (1’échelle macroscopique N ~ 10%? est dans ce
contexte une bonne approximation de I'infini) mais que ce n’est pas le cas pour un nombre
N fini. Ainsi par exemple, I’énergie par atome E = Hy(p,q)/N est constante pour tous
les états accessibles dans ’ensemble NVE mais fluctue autour d’une valeur moyenne dans
l’ensemble NVT avec une amplitude relative qui tend vers zéro en N~/2 lorsque N tend
vers I'infini. Dans les simulations, N se situe a I’heure actuelle dans la fourchette 104 — 10°
et les fluctuations se sont pas toujours négligables ; le choix de I’ensemble thermodynamique
dans lequel on effectue la simulation n’est donc pas neutre.

Deux approches peuvent étre utilisées pour évaluer numériquement les intégrales du type
(83) :

— I'approche Monte Carlo d’une part,

— l'approche dynamique moléculaire d’autre part.
Ces derniéres exploitent le caractére ergodique (supposé, voir paragraphe suivant) du sys-
téme Hamiltonien régissant le mouvement des atomes. Sous '’hypothése d’ergodicité, on a
en effet pour toute presque toute donnée initiale (go,po) € TV x Py d’énergie E

T
(A =l 7 [ Avtate),p(0) (84

ot (q(t),p(t)) est la trajectoire sur TV x Py issue de (go,pg) obtenue en intégrant le
systéme dynamique Hamiltonien

§(t) = %(Q(t),p(t))
qui s’écrit aussi (1)
dZTy, P (1
e &
dpy, T 7
= (1) =~V Vn(@1(t), -, 2n (1),

dt
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Ceci permet de calculer des moyennes thermodynamiques dans I’ensemble NVE. Notons
N

que l'impulsion totale P(t) = Zﬁk(t) est bien conservée (égale a zéro) par la dynamique
k=1

(85), du moins pour des systémes isolés qui vérifient la condition d’invariance par trans-
lation, et que la trajectoire (g(t),p(t)) reste donc spontanément sur 7 x Py. Signalons
aussi qu'il semble possible de modifier le systéme dynamique (85) en ajoutant des degrés de
liberté supplémentaires (thermostats de Nosé-Hoover, barostats d’Andersen ...) afin que les
trajectoires échantillonnent 1’espace des phases avec la densité de probabilité correspondant
a lensemble NVT ou NPT [23].

Revenons maintenant sur '’hypothése d’ergodicité. A notre connaissance, cette hypothése
n’est montrée pour aucun systéme moléculaire non trivial, mais les tests numériques tendent
a montrer qu’elles est vérifiée en pratique : pour presque toute donnée initiale (qg,po) €
TN x Py, la trajectoire (q(t), p(t)) semble échantillonner I'hypersurface de 7V x Py d’éner-
gie constante égale & Hy(qo, po). Remarquons que ceci implique en particulier qu’il n’y ait

pas d’autre invariant que 1’énergie et I'impulsion totale. Ce sont les conditions aux bords
N

périodiques qui font que le moment cinétique L = Z T) X pi n’est pas conservé ; sans cela,

k=1
le moment cinétique serait évidemment une constante du mouvement pour un systéme

moléculaire isolé, et il faudrait lui réserver le méme sort qu’a 'impulsion.

Avec Frangois Castella, Philippe Chartier, Erwan Faou, Claude Le Bris, Frédéric Legoll
et Gabriel Turinici, nous avons monté un groupe de travail (financé par une Action de
Recherche Coopérative de 'INRIA) sur le théeme de Panalyse numérique des méthodes de
la dynamique moléculaire.

Notre premier résultat (articles [EC26, EC27|, en préparation) concerne le calcul par dyna-
mique moléculaire de moyennes dans I'espace des phases. Pour 1’établir, nous nous sommes
placés dans le cadre des systémes Hamiltoniens intégrables [3]; ce cadre est trop restrictif
pour s’appliquer directement aux systémes Hamiltoniens issus de la dynamique moléculaire,
mais permet d’avancer dans la compréhension du probléme (des tests numériques ont mon-
tré que les résultats théoriques obtenus pour les systémes intégrables étaient susceptibles
d’étre valables dans un cadre plus large).

Considérons donc un systéme Hamiltonien intégrable sur R% x R¢, d’Hamiltonien H(q,p)
analytique réel et dont les surfaces d’isoénergie sont compactes (i.e. H~'(E) est compact
dans R? x R? pour tout E € R). Soit A(g,p) une observable et (I1(¢,p),---,I(g,p)) un
ensemble de d invariants en involution. La condition d’ergodicité implique alors (voir [3]
et [EC27]) que pour presque toute donnée initiale (go,po) € R% x RY,

. 1
<A>Ha1,---,ad = Tl—l)I—EOO ?

[ At a (50

ou (q(t),p(t)) est la trajectoire du systéeme Hamiltonien (85) issue de (qo,pg), ou ap =
It(go,po), et ot g, ....a, représente la mesure invariante sur la variété

Sopo = {(@:0) ER X RY, Ii(g,p) = ax, Vk € |[1,d]]}.

Pour exploiter la formule (86) a des fins de calcul numérique, il faut choisir :
— un temps total de simulation T,
— un schéma de discrétisation du systéme Hamiltonien et un pas de temps 6t (supposé
constant dans cette étude).
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Ce sont 1a deux sources d’erreurs. Pour que le calcul soit précis, il faut a priori que T' soit
grand et dt petit. Une facon d’estimer I’erreur consisterait a analyser dans un premier temps
lerreur due au fait qu’on arréte le calcul & I'instant T' (dans cette étape on raisonne avec
la trajectoire exacte), puis a évaluer dans un deuxiéme temps la différence entre 'intégrale

| A,y (7

et 'approximation de cette intégrale obtenue a partir de la trajectoire numérique, en com-
parant cette derniére avec la trajectoire exacte.

Cependant, comme on ne cherche pas & simuler une trajectoire, mais seulement & échan-
tillonner la surface S(qg, po), on peut penser qu'il n’est pas indispensable que la trajectoire
numérique reste proche de la trajectoire exacte, et que 'erreur globale estimée par la mé-
thode décrite ci-dessus risque de ce fait d’étre bien supérieure a I'erreur commise en réalité.
Nous avons donc suivi une autre voie basée sur 'utilisation de résultats récents [28] sur les
schémas symplectiques'®. On adoptera les notations suivantes :
— ®(t) : flot associé a 'Hamiltonien H ; la trajectoire issue de (qo,pg) est donc donnée
par (q(t), p(t)) = () - (q0,p0)
— ®4 : flot du schéma numérique pour un pas de temps dt; on notera rg 'ordre du
schéma.
Si le schéma est symplectique, alors pour tout r > rg, il existe dtnq, > 0 tel que pour tout
0 < 8t < Otimaq, il existe des fonctions Hyy41, ..., Hy41 définies sur R? x R? telles que si
®(t) désigne le flot de P'Hamiltonien modifié

H(qap) = H(Qap) + 6tT0HT0+1(Q7p) +ooF 6tTHT+1(qap)a

on a l'estimation B
D5 - (q,p) = B(6t) - (g, p) + O3t ),

ol le reste O(8¢" 1) est uniforme en (g, p) lorsque (g, p) varie dans un compact de R% x R¢.
La preuve du résultat ci-dessus peut étre lue dans [28].

En résumé, pour r > To (aussi grand qu’on veut) on peut construire, pour 0t assez petit,un
Hamiltonien modifié H tel que le flot numérique @4 soit proche a I'ordre r du flot exact
de H. L’idée consiste alors & estimer

1. dans un premier temps l'erreur entre la moyenne spatiale <A>ua1,---,ad et la moyenne

spatiale (A)~ ou iz ..~ est la mesure invariante sur le tore invariant de I'Ha-
M;l ;d Q1,,0g

miltonien H qui contient la donnée initiale (go,po). Notons que la théorie KAM [3]
garantit I'existence de ce tore invariant pour 0t petit sous des hypothéses d’analyticité
des perturbations Hyy11, ..., Hry1;
2. et dans un deuxiéme temps, lerreur entre la moyenne spatiale (A)ﬁ~ _ et la
ap,ag
moyenne temporelle calculée a ’aide du schéma numérique.
L’intérét de cette approche est que 'erreur entre la trajectoire numérique et la trajectoire
exacte pour I’'Hamiltonien H croit en T 0t" (cette propriété des schémas symplectiques peut
étre lue dans [28]) et peut donc étre rendue négligeable devant les autres termes composant
I'erreur totale en prenant par exemple r = 4ry.

8Le schéma wvelocity Verlet [23] utilisé dans la quasi-totalité des simulations de dynamique moléculaire
est effectivement symplectique.
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Sous des hypothéses mathématiques qui ne sont pas détaillées ici (voir [EC26,EC27]), nous
montrons que

1 Nmaz 1
S < - 7o
T gﬁ Algn,pn)| < C (T + 6t ) (88)

o T' = Nz 0t, ol (qn,pn)ne‘[O’NmM” désigne la trajectoire numérique et ou C est une
constante qui dépend de 'observable A, de ’'Hamiltonien H, et du schéma d’intégration
(mais pas de T et de dt). Il est possible d’accroitre I'ordre de convergence de Ierreur due
a la finitude de T en filtrant le signal ¢ — A(q(¢),p(t)). On obtient ainsi pour des poids
wk-Nmaz hien choisis

1 Nmaz 01 k‘,T‘U r
‘(A),ml,...,ad - m ZO ’UJZ’Nm” A(qn,pn) < % + CQ(I{),T‘()) ot'e, (89)

L’estimation d’erreur (89) est optimale en ce sens que pour une collection d’oscillateurs har-
moniques non couplés (pour presque tout choix de paramétres, un tel systéme vérifie toutes
les hypotheéses sous lesquelles nous savons prouver les inégalités (88) et (89), voir [EC27]),
Cl (ka TO)
Tk
Kepler & deux corps. Notons que les tests numériques montrent que la constante C4 (k,rg)

croit rapidement avec k (pour un systéme et un coit de calcul donnés, il existe en fait une
valeur optimale de k).

Ierreur varie bien en + Cy(k,m9) 6" ; il en est de méme pour le probléme de

Les systémes Hamiltoniens issus de la dynamique moléculaire ne sont pas intégrables et
notre résultat théorique ne s’applique donc pas a ces systémes. Nous avons cependant
vérifié sur quelques exemples simples (probléme de Kepler a trois corps, une particule dans
un double puits de potentiel en 2D) que les estimations d’erreur (88) et (89) restaient
valides sur des systémes Hamiltoniens non intégrables, et que le cadre d’application de
notre résultat semble donc pouvoir étre étendu.

Terminons cette section par deux remarques :

1. les systémes moléculaires de grande taille (comme les protéines) évoluent sur une sur-
face de potentiel qui présente de nombreux “bassins”, un bassin étant défini comme
une zone de la surface de potentiel dans laquelle le systéme séjourne en moyenne un
laps de temps important & I’échelle des temps moléculaires avant que ne se produise
une transition rapide vers un autre bassin. Les techniques de dynamique moléculaire
présentées ici sont efficaces pour échantillonner un bassin, mais pas l'intégralité de la
surface de potentiel. En effet, pour une condition initiale et un temps total de simu-
lation donnés, certains bassins risquent d’étre sur-échantillonnés alors que d’autres
n’auront pas été visités;

2. il serait intéressant pour les applications d’étendre le résultat que nous avons obtenu
pour les simulations dans I’ensemble microcanonique NVE aux simulations dans I'en-
semble canonique NVT.

Des travaux sont en cours dans ces deux directions.

3.2 Modéles de continuum

La plupart des réactions chimiques ou biochimiques se déroulent en phase liquide et de
nombreuses preuves expérimentales confirment que les effets de solvant jouent un role cru-
cial dans ces processus. Il est donc fondamental de parvenir a modéliser le comportement
de la phase liquide & 1’échelle moléculaire. Pour modéliser une molécule solvatée dans un
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cadre quantique, la premiére idée consiste a effectuer un calcul ab initio sur une supermolé-
cule, ¢’est-a-dire sur un systéme moléculaire formé de la molécule de soluté et des quelques
molécules de solvant qui 'entourent (Fig. 7). Mais cette méthode atteint vite ses limites car
la présence d’interactions a longue portée fait qu’il est nécessaire de considérer un grand
nombre de molécules de solvant pour obtenir un résultat réaliste, ce qui fait rapidement
exploser les temps de calcul.

H
\o/ H
H H " I
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FiG. 7 - HoCO en solution aqueuse : modeéle de la supermolécule.

En utilisant des potentiels empiriques plutdt que des potentiels issus de calculs quantiques,
on peut certes simuler des systémes de plusieurs millions d’atomes mais avec une grande
incertitude sur la qualité des résultats, surtout si des réactions chimiques se produisent
dans le systéme. En outre, on ne peut pas simuler par ce procédé des phénomeénes mettant
explicitement en jeu les électrons (propriétés optiques, magnétiques, ...).

Les méthodes de continuum (Fig. 8) fournissent une alternative aux techniques de la super-
molécule quantique et de la dynamique moléculaire classique. Elles consistent a considérer
que I’ensemble des molécules de solvant peut étre modélisé par un continuum diélectrique
qui agit sur la molécule de soluté en modifiant les interactions électrostatiques entre les
charges qu’elle porte. Dans le modeéle du continuum standard (le plus simple et le plus
utilisé), la molécule de soluté est ainsi placée dans une cavité Q représentant le “volume”
qu’elle occupe, le reste de ’espace étant constitué d’un diélectrique linéaire, homogéne
et isotrope de constante diélectrique égale & la constante diélectrique macroscopique du
solvant a fréquence nulle (qui vaut par exemple 78.6 pour 'eau a 298 K).

L’énergie d’interaction entre deux distributions de charge p; et po portées par la molécule
de soluté, qui s’écrit

D(p1, p2) :/ ,01¢2=/ pad1, avec — Ay = dmpy
R3 R3

dans le vide, s’écrit dans ce contexte
Es(p1,p2) = / p1Va = / p2Vi,
R® R®
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Fic. 8 - HoCO en solution aqueuse : modéle du continuum.

avec
—div (eVVy) = dmpy (90)
ou
(z) = 1 sixz € Q,
A= e siz e R\ Q.

Cela modifie I'équilibre électrostatique de la molécule et donc sa géométrie et ses propriétés.

En introduisant 1’énergie, dite de champ de réaction,

E,(p1,p2) = Es(p1,p2) — D(p1, p2) (91)

I'énergie de Hartree-Fock (11) et I’énergie d’interaction internucléaire s’écrivent ainsi pour
une molécule solvatée

M

1

EXF (@) = M (®) - E, (E Zk(sffkvp¢> + §Er (p3, p3) (92)
k=1

et

2 M M
v %A p (z s a) (93)
k=1 k=1

1<k<I<M Zk — 2|
(voir section 1.1 pour les notations).

Bien que ces modeéles puissent paraitre un peu frustes au regard des modéles purement
quantiques utilisés en phase gazeuse, ils donnent généralement de bons résultats, au moins
sur des propriétés qualitatives, des tendances. Ils permettent en particulier de calculer avec
une précision acceptable divers phénomeénes liés & la solvatation comme des modifications
de conformation ou de configuration, des shifts dans le spectre, des polarisabilités, ainsi
que des énergies de solvatation.

Signalons qu’on peut utiliser des modéles mixtes supermolécule/continuum [34] dans les-
quels on place dans la cavité la molécule de solvant ainsi que quelques molécules de soluté
qu’on traite par un modeéle quantique. Cela permet notamment de mieux prendre en compte
certaines interactions spécifiques comme les liaisons hydrogénes, mais également de pouvoir
simuler des réactions chimiques entre soluté et solvant. D’un point de vue technique, une
des difficultés engendrées par 1'utilisation d’un tel modéle dans un calcul dynamique ou
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simplement d’optimisation de géométrie, concerne I’échange de molécules entre la cavité
et le continuum.

Ma contribution & I’étude numérique des modeéles de continuum a eu lieu dans le cadre
d’une collaboration avec B. Mennucci et J. Tomasi (Université de Pise) et a porté sur trois
aspects :

1. la prise de compte du phénomeéne d’escaped charge;

2. l'extension du modéle de continuum standard & de nouveaux contextes physiques
tels les solvants anisotropes (cristaux liquides, matrices cristallines) et les solutions
ioniques (liquides physiologiques) ;

3. 'obtention de formules de dérivées analytiques de I’énergie totale par rapport aux
coordonnées nucléaires en vue de I'optimisation de géométrie et du calcul des modes
de vibration d'une molécule solvatée (la difficulté de ce probléme vient du fait que la
cavité moléculaire se déforme lorsqu’on déplace les noyaux).

Les méthodes numériques que nous avons développées ont été programmées dans le logiciel
Gaussian [24]. Ces méthodes nécessitent la résolution d’équations intégrales posées sur la
surface de la cavité. Pour certains calculs, nous avons utilisé le mailleur BLMOL [41],
développé & 'INRIA au sein du projet Gamma, pour mailler la surface moléculaire.

Phénoméne d’escaped charge

Pour évaluer les termes de la forme E,(p1, p2) apparaissant dans les expressions (92) et
(93), les chimistes utilisaient généralement la formule suivante

EFM(p1,po) = /FU{DCM@

1
ol I' = 99 désigne la surface de la cavité, ¢p = pi W le potentiel généré dans le vide par
x

la distribution de charge pg, et o7’“M la densité de charge surfacique solution de I’équation

intégrale
€g + ]. > PCM 8¢1
2 — D* = —
< ﬂes -1 o1 on

0
posée sur T'; % représente la dérivée normale sortante de ¢; et D* I'opérateur intégral
n

défini par

. 0 1
vz eTl,  (D'o)(x) —/Fo(y) = (x_y> dy.

Cette formule est exacte ( (p1,p2) = Er(p1,p2)) lorsque py est a support dans Q,
ce qui est effectivement le cas pour la distribution de charge représentant les noyaux mais
pas pour la distribution pg représentant les électrons qui est, elle, & support dans R?. Dans
certains cas, pp est essentiellement localisée dans €2 et I'erreur commise en remplagant
E.(ps,pa) par EF“M(pg, pg) est négligeable. Dans d’autres cas, en particulier pour les
ions négatifs, 'erreur commise n’est pas acceptable. Comme le calcul de la valeur exacte de
E,(ps. ps) requiert des calculs dans R? et non plus seulement sur l'interface T, les chimistes
préféraient avoir recours & des méthodes ad hoc pour tenter de prendre en compte I’escaped
charge. Dans [EC16], nous avons proposé de remplacer EF¢M par

BT (p1, p2) =/FU{EF¢2

e, EPOM
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IEF
1

ou la distribution de charge surfacique o est solution de

1
<2w65 + - D) SolPF = (—21 + D) ¢,

€sg —

et ou les opérateurs intégraux S et D sont définis respectivement par

Veel,  (So) () =/F;(_y)y| dy

et

0 1
Ve el Daxz/ay—( )dy.
0@ = [ew) g (o
L’énergie E!”F (py, pa) coincide avec I'énergie E,(p1, p2) si p1 est a support dans € ; mais
en outre et contrairement & EF“M 1a fonctionnelle bilinéaire E/FF est symétrique (cette
propriété est vérifice par la fonctionnelle “exacte” E,), et on dispose de bornes sur lerreur :

< E(p,p) < E'PF(p, p)

es—1[6 (4m\'/3 ~
EgEF(pap) - € [g < 3 > P%%;Qzﬁ - <S 1¢emta ¢emt>F
s

ol Qept = / 0s Pmaz = SUup |p| et degt = p\Rg\Q * i L’inégalité est optimale (il y a
R3\Q R3\Q |z

égalité entre les trois termes) si la distribution de charge p est & support dans Q. On peut
montrer qu’en pratique (voir [EC16]), on peut estimer la borne inférieure a 1’aide de calculs
effectués sur l'interface I' exclusivement. En outre, les tests numériques ont montré qu’on
diminue Ierreur d'un & deux ordres de grandeur en approchant E,(p, p) par EIFF(p, p)
plutot que par EFCM(p, p) (méme en tenant compte des corrections ad hoc utilisées par
les chimistes).

Solutions ioniques et solvant anisotropes

Avec Benedetta Mennucci, nous étendons dans [ECO5] le calcul des énergies de champ de
réaction par méthodes intégrales & des généralisations du modéle de continuum polarisable
adaptées aux cadres des solutions ioniques et des solvants anisotropes.

Les solutions ioniques sont des solutions comportant des ions mobiles qui ont pour effet
d’écranter les potentiels électrostatiques. Ce sont de bons modéles pour traiter la plupart
des solvants intervenant en biologie, et en particulier les liquides physiologiques.

Une solution ionique peut étre décrite par un modéle de continuum dans lequel ’équation
de Poisson (90) est remplacée par 'équation de Poisson-Bolzmann [33]. On se limite ici &
la forme linéarisée de cette équation [61] qui s’applique aux solutions ioniques faiblement
chargées en ions et qui s’écrit

—div (eVVi) + er?Vy = 4mpy, (94)

avec

e(z) = 1 siz €, ot w(z) = 0 siz €,
T e size R\ Q, BRI siz e R\ Q.

La constante k5 rend compte de U'intensité de l'effet d’écran; 1/ks est la longueur de Debye
[33]. Le potentiel V solution de cette équation pour une charge ponctuelle g placée au centre
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d’une cavité de rayon R est donné par ’expression analytique

q q q .
4, ¢ 4 R
o T diteRE R SI<E
Viz) =
(z) ge—rlzl-0) e
e(1 + kR)|z] st [2] 2 R.

Cette expression met clairement en évidence 'effet d’écran induit par la présence du conti-
nuum qui se manifeste par une décroissance exponentielle du potentiel.

On peut par ailleurs étendre le modéle de continuum standard décrit par 1'équation (90)
aux cas de solvants anisotropes définis par une permittivité diélectique tensorielle. On
obtient alors I’équation de Poisson anisotrope

—div (¢ -VV) = 4mp (95)

la permittivité diélectrique €(z) n’étant plus ici un champ scalaire mais un champ de

tenseurs 3 x 3 tel que
I3 six € Q,

(@) = E:s siz e R\ Q,

(I3 est ici le tenseur 3 x 3 unité). Pour des raisons physiques le tenseur €, est symétrique

et supérieur & l'unité. Les modéles de continuum anisotropes trouvent leur raison d’étre
dans I’étude des cristaux liquides et des matrices cristallines.

Pour effectuer des calculs dans les solutions ioniques et les solvants anisotropes, les chimistes
utilisaient des méthodes de résolution par différences finies 3D des équations (94) ou (95).
Dans [EC05], nous proposons de calculer numériquement ’énergie de champ de réaction
E.(p1,p2) avec p1 a support dans Q par une méthode intégrale 2D, en utilisant I’expression

E.(p1,p2) :A01¢2

ou la densité de charge surfacique o est solution de 1’équation intégrale

A01 = —g
avec

* 8¢1

A=(2r—D.,) S+ S, (2mr + D*) et g=(2ﬂ—De)¢1+Se%,
ou S et D, sont les opérateurs intégraux définis par
0
Vel (S.0)(0) = [ Gla—y)ol)dy, (Do) (@) = [ aly) 5~ (Gelo - y)) dy,
r r Ny

1

G, désignant le noyau de Green de 'opérateur —4—div (€5 - V) (pour les solvants aniso-
T -

€sk2

o L.
tropes) ou de 'opérateur —Edlv (esV)+ in

(pour les solutions ioniques). Dans les deux

cas, le noyau de Green G, a une expression analytique simple, ce qui rend la résolution de
I’équation intégrale 2D bien plus économique que celle du probléme 3D équivalent.

Dérivées analytiques
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Dans les calculs d’optimisation de géométrie (recherche des conformations {Zj}, ., de
moindre énergie), il est intéressant d’avoir accés aux dérivées de I’énergie électronique par
rapport aux coordonnées nucléaires. Dans [EC06, EC07], nous étendons les formules de
dérivées analytiques de l'énergie de Hartree-Fock dans le vide (voir [EC30], sections 18
et 37) au cadre des modeéles de continuum (modeéle standard, solution ionique et solvant
anisotrope).

Supposons que les distributions de charge p; et py et la cavité  dépendent de facon
réguliére de n variables réelles (A1, -+, A,) qui peuvent étre des coordonnées nucléaires ou
des parametres d’une autre nature comme la température (dont dépend €,). On suppose en
outre que pour tout (A1, -+, \,), les distributions de charge p1 (A1, -+, An) et pa(A1, -+, An)
sont & support dans Q(Ag, -+, Ay).

Intéressons-nous au calcul des dérivées partielles

0
O\

(Er(pla PQ))

de I'énergie E,(p1, p2) définie par (91) par rapport aux A; en (Aq,---,A,) = (0,---,0) (pour
fixer les idées). On pose pour simplifier les notations T' := T'(0,---,0).

Pour rendre compte de la déformation de la cavité lorsque les A; varient, on introduit
la vitesse normale de déplacement de linterface pour la variable A; en (Ay,--+,\,) =
(0,---,0), définie pour tout z € T par

0 d(z,T(0,---,0,X,0,---,0)),

(Uf -m)(@) = 55

d(z,T'(-)) désignant la distance signée de z a I'(-) :
—_— 1 —_— . ] 3 0 .
d(z,T()) = ¥nf{|y x|, yel()} S%:CG]R \ Q)
+inf{ly —z|, yel()} siz e Q).
Les méthodes traditionnellement utilisées par les chimistes pour obtenir une expression

analytique de la dérivée (Er(p1,p2)) consistent a dériver I’équation intégrale

9
X

€5 + 1 ) a< 1)
2 —D*) oy == —
<”es—1 7= o P

aprés approximation par éléments finis de frontiére [2, 13, 14, 17, 68]. Cette stratégie impose
de “dériver le maillage” par rapport aux coordonnées nucléaires ce qui s’avére a la fois un
surcolt important en termes de temps de calcul et une source d’instabilités numériques
difficile & controler.

Nous proposons une approche alternative qui consiste d’abord a dériver I’équation

—div (eVVy) = 47pq

1 : ) : o
comme la solution de I’équation dérivée, formellement

)

de fagon a exprimer

. 8V1 . Oe 8/)1
_ — bl 4
div (EBAi) dlv(a)\ivl)-i- Wa)\i,
puis a reporter cette quantité dans la dérivée de 1'expression (91) :
) dp2 / <3V1 3¢1>
E,(p1,p2)) = - - .
8)\1,( (p1,p2)) s DN (Vi —¢1) + a2\ T an
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On obtient au bout du compte ’expression

%(Er(m,m)) :AUZ¢6p1/8Ai +/Fo-1¢6p2/3)\,' +/Fi(Uf;'n)» (96)
avec 8pk )
Popy jor; = N * 7l
e R A
r= 16(3”_2615 o109 + (65 = 1)(VVA) (V3), (97)

(VVi)) (z) désignant la projection du vecteur VVi(z) sur le plan tangent en z a I'. A la
limite €, = 400, on peut montrer qu’on a

7 = 16720, 09.

On peut alors donner a l'intégrale
T '
/FE(U; ‘n) = /F47r0102(Uf~ n)

une interprétation physique simple : lintégrale [p4woi02(Uf - n) représente en effet la
puissance des forces de pression électrostatique p = 4mwo109 qui s’exercent sur les parois d’un
conducteur parfait [40]. Quand la permittivité e, est grande devant 1, sans étre infinie'?,
la formule de dérivation approchée

0

—Er ’ = ; b ;
N (p1,p2) /FUZQSapl/B/\l +A01¢8p2/3kl +

4dreg

/ JlO‘Q(UIZ;* m)
1Jr

€g —

s’avere donner de bons résultats [EC07]. Ces formules permettent d’étendre les formules
de dérivation analytique au modéle de Hartree-Fock couplé au modéle de continuum stan-
dard. On voit donc qu’on peut ainsi calculer & moindre coit le gradient par rapport aux
coordonnées nucléaires de ’énergie de la molécule en solution. Soulignons toutefois que
cette formule n’est qu’approchée :

— elle n’est valable a priori que pour €5 >> 1, méme si son domaine de validité s’étend

A quasiment tous les cas rencontrés en pratique;
— elle ne tient pas compte du phénomeéne d’escaped charge.

3.3 Un modéle rhéologique multi-échelle

Les modeéles multi-échelles qui sont présentés dans cette section tentent de relier les carac-
téristiques rhéologiques d’un matériau a ses caractéristiques physiques micro ou mésosco-
piques, autrement dit de coupler la déformation ou I’écoulement & 1’échelle macroscopique a
I’évolution de la microstructure du matériau. Contrairement aux modeéles phénomélogiques
purement macroscopiques utilisés le plus souvent en rhéologie, ces modeéles permettent
donc en théorie de mieux décrire les processus physiques élémentaires responsables du
comportement rhéologique et sont potentiellement plus riches que les modéles purement
macroscopiques.

Construire un modele multi-échelle est cependant une démarche difficile : il s’agit d’iden-
tifier les échelles auxquelles se déroulent les phénoménes responsables du comportement

9Dans le cas des solutions aqueuses, le plus important du point de vue des applications, e; ~ 80 >> 1.
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macroscopique, de choisir de bonnes variables pour représenter la microstructure, d’expri-
mer le tenseur des contraintes macroscopiques en fonction de I’état de la microstructure,
et d’écrire enfin une équation d’évolution sur les variables décrivant la microstrure dans
laquelle interviennent les caractéristiques de I’écoulement macroscopique (en général le gra-
dient de la vitesse macroscopique ou le tenseur taux de déformation). Malgré ces difficul-
tés, des modéles convaincants ont pu étre développés, notamment [10] dans le domaine de
I’écoulement des solutions diluées de polymeres (modeéles de dumbbells, modeéles de chaines,
...) ou de polymeres fondus (modéles de reptation, ...). La simulation numérique est dans
ce cadre un outil précieux pour comparer les prédictions d’un modeéle avec ’expérience et
valider ou infirmer ainsi les hypothéses physiques qui ont servi & son élaboration ; comme
indiqué section précédente, la simulation numérique peut également étre utilisée pour caler
les paramétres du modéle.

En regle générale, les modeéles rhéologiques multi-échelles se présentent peu ou prou sous
la forme suivante (pour un fluide incompressible)

divu =20
p(%—l—(u-V)u) =divo

o= —pl+p(Vu+Vu") +/RM £(Q) ¢(2,Q,1) dQ

Une équation de Fokker-Planck donnant 1’évolution de 1 dans laquelle interviennent u

Dans le systéme ci-dessus, () désigne ’ensemble des M variables utilisées pour décrire I’état
d’un des constituants de la microstructure (par exemple le vecteur reliant les deux bouts
de la macromolécule dans un modeéle de dumbbell [10]), ¥ (z,Q,t) représente la densité
de probabilité de trouver, au point (macroscopique) z et a l'instant ¢, un élément de la
microstructure dans I'état @, et f(Q) une fonction donnée dont l’espérance fournit le
tenseur de contrainte macroscopique; les autres notations sont standard.

Une fois le modeéle rhéophysique multi-échelle établi, on peut essayer d’en tirer une loi de
comportement purement macroscopique, c’est-a-dire d’éliminer le champ 1) pour aboutir &
un modéle autonome en u, p et o, ou d’homogénéiser mathématiquement le modeéle. Cela
ne marche malheureusement que des dans cas trés particuliers. Dans le cas général, il faut
ou bien utiliser une hypothése de cléture, au prix d’une probable perte d’une partie de la
pertinence physique du modéle, ou se tourner vers une simulation numérique directe du
modéle micro-macro.

Dans ce dernier cas, il faut simuler conjointement les champs u(z,t), p(z,t) et ¥(z, Q,t). La
difficulté principale réside alors dans le fait que le champ 1 dépend des variables d’espace
et des M variables internes qui caractérisent la microstructure. Pour certains modéles M
peut étre grand (plusieurs centaines pour les modeéles de chaines polymériques de Rouse
ou de Kramers). Plusieurs voies sont possibles pour résoudre numériquement 1’équation
de Fokker-Planck : constuire une base de l'espace des () adaptée au probléme et de re-
lativement petite dimension (c’est ce qui se pratique en chimie quantique pour résoudre
I'équation de Schridinger), ou bien [36, 50] se tourner vers des méthodes stochastiques,
fondées sur interprétation probabiliste de I’équation de Fokker-Planck.

Le modeéle mésoscopique de suspension concentrée proposé par Hébraud et Lequeux [30] est
relatif & un écoulement de type Couette plan (figure 1) dans lequel le taux de cisaillement
est uniforme en espace. Il est obtenu en divisant 1’échantillon de matériau en un grand
nombre de blocs portant chacun une certaine contrainte o et en faisant un certain nombre
d’hypothéses sur I’évolution des contraintes des différents blocs, conduisant a I'équation
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A V(1)
y=L
— u(y.t)
y=0 o

FiG. 9 — Ecoulement de Couette plan

suivante sur la densité de probabilité p(¢,0) qu'un bloc soit au temps ¢ dans l'état de
contrainte o :

Op(t,o) = —Go¥(t) 0op(t,o) + D(p(t)) 2,p(t,0) (98)

XR\[—UC,UC}(U) 1 / / /
-l Ta(t,o) + — t,o')do' |6
2l ity ([ pttoae )

Ol XR\[—0.,0.] désigne la fonction caractéristique de 'ouvert R \ [~o¢, 0] et oit pour f €

L'(R), on note
a
D=7 [ flo)as

Chaque terme de I'équation d’évolution ci-dessus a une interprétation physique claire :

1. lorsqu’un I’échantillon de matériau subit un taux de cisaillement +, la contrainte dans
chaque bloc évolue avec un taux de variation Go7 (élasticité linéaire de chaque bloc
individuel) ;

2. si la contrainte o d’un bloc dépasse en module une certaine contrainte critique o, ce
bloc devient instable et peut relaxer dans I’état de contrainte nulle. Cette relaxation
se produit avec un temps caractéristique Tp ;

3. ce phénomeéne s’accompagne d’un réarrangement de tous les blocs, modélisé ici par
le terme de diffusion de contrainte D(p(t)) 92,p(t, o).

Enfin, la contrainte moyenne dans le matériau est donnée par 7(t) = / op(t,o)do.
R

En pratique, le taux de cisaillement n’est pas uniforme (le terme Goy7 génére notamment
des ondes élastiques dans le fluide). Afin de mieux décrire le couplage entre 1’écoulement
macroscopique et ’évolution de la microstructure, nous proposons donc le modéle micro-
macro suivant :

[ pOwu(t,y) = 0yT(t,y) + udyyu(t,y)
atp(tayva) = _GU 8yu(t7y) 3gp(t,y,0) + D(p(tvy)) 83.0.p(t,y70')
el g L ([ oo ) doe) (99
Ty To \Jio'|>0.
L T(t,y) = /Rap(t,y,a) do.

Dans les équations ci-dessus, u(t,y) désigne la composante selon e, de la vitesse (1’écou-
lement étant supposé laminaire et incompressible, la vitesse du fluide est nécessairement
de la forme @ = u(t, y) e;, et la pression ne joue aucun role pour cette géométrie d’écou-
lement), p la masse volumique du fluide et p un coefficient de viscosité positif ou nul. Ce
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systéme d’équations doit étre complété par les conditions limites de non glissement

u(t,0) =0 pour presque tout ¢ ;
u(t,L) = V(1) pour presque tout t.

puisque dans l'expérience la plaque inférieure (y = 0) reste immobile, tandis que la plaque
supérieure (y = L) est en mouvement a la vitesse V (¢).

Avec Isabelle Catto et Yousra Gati, nous étudions dans [EC28] I’équation (98). Il s’agit
d’une équation parabolique non linéaire qui présente la particularité de dégénérer en I'équa-
tion d’advection linéaire lorque p(t) reste a support dans [—o., 0.] ; c’est cette dégénescence
qui est a lorigine des principales difficultés techniques. En particulier, si on prend comme
condition initiale p(0,0) = %X}_(,C,(,C[ et qu'on considére le cas ou 4 = 0, I’équation (98)
admet une infinité de solutions dans C?(L)).

Dans [EC28], nous montrons notamment le résultat suivant

Théoréme 10 L’équation (98) complétée par la condition initiale p(0,0) = po(o) avec
po€ LRI NI=(R), =0, [ po=1, [ Jolpo <+o0. Dip) >0,

admet une solution positive ou nulle et une seule, notée p, dans L (L2)NL2(H}). De plus,
p € L®(LL)YN L (L) et on a presque partout en temps

t,loc

/Rp(t,o) do = 1.

Le fait d’imposer pg € L'(R), pg > 0, / po = 1 vient de ce que py est une densité de
R

probabilité sur IR ; ces propriétés sont propagées par I’équation. La contrainte py € L*°(R)
est une hypothése technique raisonnable elle aussi propagée par ’équation. La condition
D(po) > 0 correspond au cas “non dégénéré”. Dans le cas “dégénéré” ou D(pg) = 0, nous
obtenons des résultats d’existence et de non-unicité dans C2(LL N LY). Nous parvenons
cependant & construire une solution particuliére définie de maniére unique comme la limite
de solutions de viscosité évanescente.

Une étude théorique du systéme couplé (99) portant sur I’existence et 'unicité de la solution
en temps long, et sur la convergence vers les solutions stationnaires pour V() constant,
est en cours.

Nous nous intéressons par ailleurs a la simulation numeérique du systéme (99), notre objectif
étant de valider (ou d’invalider, puis d’améliorer) le modéle d’Hébraud et Lequeux. Nous
mettons en ceuvre des techniques d’assimilation de données pour tenter d’ajuster au mieux
les paramétres du modéle sur un premier échantillon de données expérimentales, puis nous
testons les capacités du modéle a reproduire un autre échantillon de données expérimen-
tales indépendant du premier. Jusqu'a une date récente, les seules données expérimentales
disponibles étaient issues de mesures rhéométriques traditionnelles [67] ne reflétant qu’une
moyenne spatiale du comportement du matériau. Le dispositif expérimental récemment
mis en place au LMSGC & Champs-sur-Marne permet d’effectuer des mesure IRM au sein
du matériau, ce qui donne accés aux profils de vitesse dans le rhéomeétre (i.e. au champ
u(t,y)). Cette étude numérique implique Yousra Gati, Claude Le Bris et moi-méme et se
fait en partenariat avec Philippe Coussot. Il s’agit également d’un travail en cours.
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Signalons que pour résoudre numériquement 1’équation parabolique vérifiée par p, nous
avons comparé deux approches, I'une déterministe (et basée sur une technique d’operator
splitting [25]), Pautre stochastique. Cette derniére approche est d’un intérét limité pour le
cas 1D que nous traitons, mais présente ’avantage de pouvoir étre transposée trés simple-
ment en dimension supérieure : dans la version 3D du modéle, la variable o est un tenseur
symétrique 3 X 3 et vit donc dans un espace vectoriel de dimension 6 ; il est alors intéressant
d’avoir recours a une méthode stochastique. Le principe de cette approche est de recon-
naitre dans I’équation d’évolution de p I’équation de Fokker-Planck d’'un certain processus
stochastique, puis d’utiliser un schéma numérique de résolution d’équations différentielles
stochastiques pour simuler le processus en question. Dans le cas qui nous occupe, le pro-
cessus stochastique associé a ’équation d’évolution de p est un processus de diffusion non
linéaire au sens de McKean avec sauts se produisant au taux TLO quand |o| > o.

Conclusions et perspectives

La simulation moléculaire est aujourd’hui un champ de recherche trés actif qui trouve des
applications dans de nombreux domaines (chimie, science des matériaux, nanotechnologies,
biologie) et constitue une part importante des simulations numeériques, toutes disciplines

confondues?'.

Assez paradoxalement, on ne compte pourtant & ce jour que peu de contributions de ma-
thématiciens appliqués & la simulation moléculaire, qui regorge pourtant de problémes
mathématiques et numériques passionants. Un de mes objectifs scientifiques principaux
est de favoriser les interactions entre ces deux disciplines.

Au cours de ces derniéres années, j’ai pu établir de nombreux contacts avec de chercheurs
développant des méthodes et des codes de calcul de simulation moléculaire ou utilisant ces
codes pour des applications. Ces contacts m’ont permis d’identifier un certain nombres de
questions sur lesquelles 1’analyse mathématique et I’analyse numérique sont susceptibles
d’apporter des avancées significatives.

Les quatre exemples de la convergence des algorithmes SCF (sections 1.1 et 1.2), de 'ana-
lyse des fonctions d’onde électroniques (section 1.4), du controle par laser des processus
moléculaires (section 2.3) et des modeéles de continuum (sections 3.2) montrent d'une part
que des collaborations interdisciplinaires fructueuses avec des physiciens et des chimistes
peuvent étre instaurées dans ce domaine, et d’autre part que, fait non surprenant, les ma-
thématiques appliquées peuvent jouer un role dans le développement de nouvelles méthodes
numériques spécifiquement adaptées & la simulation moléculaire. En particulier, certains
des algorithmes que j’ai mis au point ont été intégrés au logiciel Gaussian, qui est a I’heure
actuelle le code de chimie quantique le plus diffusé dans le monde académique comme
dans le monde industriel (environ 10 000 licences). J’ai par ailleurs participé a ou animé
des contrats de recherche en chimie moléculaire avec 'TPSN (Institut de Protection et de
Streté Nucléaire), 'IFP (Institut Francais du Pétrole) et EDF (Electricité de France).

Une explication possible & l'intérét modéré que les mathématiciens appliqués ont manifesté
jusqu’ici pour la simulation moléculaire est qu’il s’agit d’une discipline assez difficile d’acceés
car elle est peu enseignée dans les formations de mathématiques appliquées et qu’il n’existe
pas d’ouvrage d’'introduction spéciquement destiné a ce lectorat. Pour tenter de remédier
a cela, nous avons voulu, avec Claude Le Bris et Yvon Maday, faciliter le premier accés a
la simulation moléculaire aux mathématiciens appliqués qui le désirent en élaborant deux

20A titre anecdotique, le moteur de recherche Google renvoie environ 127 000 réponses pour “computa-
tional fluid dynamics” et 168 000 pour “molecular dynamics”.
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traités d’initiation & cette discipline, & deux niveaux différents (chercheurs débutants ou
expérimenteés) :
1. un cours de DEA de mathématiques appliquées qui sera soumis prochainement & un
éditeur,

2. un long chapitre d’introduction (référence [EC30]) au volume X du Handbook of
numerical analysis, volume dédié a la simulation moléculaire.

Dans les années a venir, je souhaite poursuivre mon activité dans les domaines suivants
— construction d’algorithmes rapides pour le calcul de structures électroniques; parmi
les voies explorées, citons les méthodes de linear scaling ([EC30], section 36), de dé-
composition de domaine, et de bases réduites [EC19] ; ces travaux s’effectuent dans le
cadre d’un contrat EDF avec Maxime Barrault, Guy Bencteux?!, Véronique Duwig??
et Claude Le Bris, et en collaboration avec Yvon Maday et Gabriel Turinici;
— interprétation des fonctions d’ondes électroniques, dans la continuité des travaux
présentés section 1.4 ;
— calculs MCSCF [63] d’états électroniques excités (avec Mathieu Lewin?? et Eric
Sére?3) ;
— calculs de grandeurs thermodynamiques par dynamique moléculaire (section 3.1);
— couplage de modéles classiques et quantiques (avec Gilles Zérah??) ;
— analyse des calculs de structures électroniques par méthode de Monte Carlo quantique
[29] (avec Michel Caffarel?* et Tony Leliévre).
Pour mener & bien certains de ces projets, il est nécessaire de disposer d’'un code de cal-
cul fiable, performant et facile & modifier. Nous avons choisi 'option de développer une

plateforme de simulation moléculaire dans le cadre du projet INRIA Micmac?3.

Outre cette activité en simulation moléculaire, je souhaite m’intéresser a d’autres problémes
multi-échelles n'impliquant pas 1’échelle atomique :

— rhéologie des fluides complexes (section 3.3);

~ modélisation de la rupture des gommes (il s’agit d’une étude en cours avec Claude
Le Bris et Tony Leliévre dans le cadre d'un contrat industriel) ;

— filtration du sang; ce projet implique Jean-Frédéric Gerbeau®® et Andro Mikeli¢?”
et s’effectue en partenariat avec Jean-Luc Wautier, de 'INTS (Institut National de
Transfusion Sanguine); il s’agit d’optimiser le processus de filtration des globules
blancs, vecteurs potentiels d’agents pathogeénes (virus, bactéries) et sources de réac-
tions immunitaires indésirables, des poches de sang destinées & étre transfusées. La
modélisation de ce phénoméne au niveau microscopique fait intervenir des équations
de transport réactif dans un milieu fibreux aléatoire.

21Sinetics, groupe 123, EDF R&D Clamart

22CEREMADE, Université Paris IX Dauphine

2Gervice de Physique de la matiére condensée, CEA

Y Laboratoire de Chimie Théorique, CNRS et Université Paris VI
*Modéles et Ingénierie du Calcul Multi-échelle : de I’Atome au Continuum
2Projet BANG, INRIA

YTUFR de Mathématiques, Université Lyon I
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