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Introdu
tionLa première partie de 
e do
ument expose mes 
ontributions en 
himie quantique.La majeure partie de 
es travaux (publi
ations [e
11, e
13, e
15, e
21, e
22, e
29℄)porte sur la résolution numérique des deux modèles de stru
tures éle
troniques les plusutilisés à l'heure a
tuelle, à savoir les modèles de Hartree-Fo
k (se
tion 1.1)) et de Kohn-Sham (se
tion 1.2)). Bien qu'issus de 
onsidérations fon
ièrement di�érentes, les modèlesde Hartree-Fo
k et de Kohn-Sham ont une forme mathématique similaire : dans les deux 
asil s'agit de problèmes d'optimisation sous 
ontraintes, dont les équations d'Euler-Lagranges'é
rivent 
omme un problème aux valeurs propres non linéaire. Les algorithmes de résolu-tion de 
es modèles implémentés dans les 
odes a
adémiques et 
ommer
iaux a
tuellementdisponibles sur le mar
hé présentent de sérieux défauts de 
onvergen
e : il arrive parfoisqu'ils ne 
onvergent pas et il arrive souvent qu'ils 
onvergent vers un point 
ritique quin'est pas un minimum global, ni même dans 
ertains 
as un minimum lo
al. Durant mathèse, j'ai mis en éviden
e les raisons intrinsèques pour lesquelles 
es algorithmes ne fon
-tionnaient pas 
orre
tement. Par la suite, j'ai mis au point en 
ollaboration ave
 ClaudeLe Bris1 une nouvelle méthode de résolution du modèle de Hartree-Fo
k, basée sur unete
hnique de relaxation des 
ontraintes, qui s'est avérée très e�
a
e : elle 
onverge in
on-ditionnellement vers un minimum lo
al qui, dans tous les 
as testés jusqu'à présent, sembleêtre le minimum global. En outre, 
ette méthode a pu être adaptée à la résolution du mo-dèle de Kohn-Sham (travail en 
ollaboration ave
 Konstantin Kudin2, Gustavo S
useria2et Gabriel Turini
i1), et fournit là-en
ore des algorithmes plus performants que 
eux quiétaient utilisés jusqu'alors.La se
tion 1.3 (arti
le [e
24℄) présente un problème variationnel issu de la 
himie quantiquedont la formulation mathématique est assez originale. Il s'agit de minimiser la fon
tionnelled'énergie de Hartree-Fo
k EHF (�1; � � � ; �N ) où les �i sont des fon
tions de H1(IR3) surl'ensemble des f�1; � � � ; �Ng qui sont les N premiers ve
teurs propres orthonormés d'unopérateur de S
hrödinger sur L2(IR3), i.e. d'un opérateur de la forme �� + W où Wdésigne un potentiel lo
al (un opérateur de multipli
ation). Le potentiel W qui génèreles �i qui minimisent EHF (�1; � � � ; �N ) est appelé l'optimized e�e
tive potential (OEP).Ce problème a été identi�é dès les années 1950 mais 
onnaît depuis quelques années unregain d'intérêt important 
ar il trouve des appli
ations dans le 
adre de la théorie dela fon
tionnelle de la densité. Les méthodes de 
al
ul numérique de l'OEP a
tuellementutilisées 
onnaissent des problèmes de 
onvergen
e qui viennent du 
ara
tère mal posé (ausens mathématique) de 
e problème : on ne sait pas dans quel espa
e fon
tionnel 
her
herW de façon à obtenir des bornes sur les suites minimisantes. Ave
 Adel Ben Haj Yedder1et Claude Le Bris, nous avons 
onstruit une formulation �faible� du problème de l'OEPdans laquelle n'intervient plus expli
itement le potentiel W et qui, elle, est bien posée.Nous avons ensuite montré dans un 
as simple, que la solution �faible� de 
e problèmepermettait de re
onstruire un potentiel W �optimal�.La se
tion 1.4 (arti
le [e
25℄) expose la mise en ÷uvre d'une méthode d'analyse des résul-tats de 
al
uls de stru
tures éle
troniques proposée tout ré
emment par Andreas Savin3.Les 
al
uls de stru
tures éle
troniques 
onduisent en e�et à la détermination d'une fon
tiond'onde di�
ilement interprétable à l'état brut (il s'agit d'une fon
tion de L2(IR3N ) à valeursdans IR ou Cj , N désignant le nombre d'éle
trons du système). La méthode en question
onsiste à déterminer à partir de la fon
tion d'onde les domaines 
 de l'espa
e physique1CERMICS, E
ole Nationale des Ponts et Chaussées, et projet Mi
ma
, INRIA2Department of Chemistry, Ri
e University, Houston, USA3Laboratoire de Chimie Théorique, CNRS et Université Paris VI2



IR3 qui sont des maxima lo
aux de la probabilité de trouver � éle
trons (0 � � � N) dans
. Andreas Savin a mis en éviden
e que dans le 
as d'un atome, 
es domaines permettentde fonder rigoureusement le 
on
ept de 
ou
he éle
tronique. Il 
onje
ture que dans le 
adremolé
ulaire les domaines obtenus pourront être interprétés 
omme les empla
ements despaires libres d'éle
trons, des liaisons 
himiques 
ovalentes (simples pour � = 2, doubles pour� = 4 ou triples pour � = 6), des liaisons ioniques, ... Ce
i permettrait de jeter un pontentre la des
ription quantique, très ri
he mais abstraite, et la représentation traditionnelle,plus pauvre mais plus a

essible à l'intuition 
himique, d'un système molé
ulaire. Au delàde l'intérêt théorique de 
ette démar
he (donner un sens rigoureux à des 
on
epts e�
a
esmais un peu �ous de la 
himie), réside l'obje
tif de fa
iliter l'interprétation des 
al
ulsde 
himie quantique par les 
himistes théori
iens et expérimentateurs. Renaud Keriven4,François Lodier5 et moi-même avons, dans le 
adre d'une 
ollaboration ave
 Andreas Savin,réalisé un 
ode numérique d'optimisation de forme basé sur une méthode de level set endimension 2 permettant de 
al
uler les domaines en question pour une molé
ule linéaire6et pour une fon
tion d'onde issue d'un 
al
ul Hartree-Fo
k. Les résultats obtenus sont trèsen
ourageants ; le développement d'un 
ode 3D permettant de traiter des molé
ules degéométrie quel
onque et des fon
tions d'ondes multi-
on�gurationnelles est en 
ours.La deuxième partie de 
e do
ument résume mon a
tivité dans le domaine de la dynamiqueet du 
ontr�le des systèmes quantiques et de systèmes 
ouplés 
lassiques-quantiques.La se
tion 2.1 présente des résultats d'analyse mathématique, obtenus ave
 Claude LeBris, 
on
ernant (arti
le [e
09℄) ou reliés à (arti
le [e
04℄) la modélisation des systèmesmolé
ulaires isolés ou soumis à l'a
tion d'un 
hamp éle
trique extérieur. Cette se
tion
ontient également une introdu
tion aux divers modèles utilisés pour dé
rire l'évolution entemps de systèmes molé
ulaires, qui permet de mettre en perspe
tive notre étude.Le 
ontr�le par laser des pro
essus molé
ulaires est l'objet des se
tions 2.2 et 2.3. Il s'agitd'un domaine de re
her
he en physique très a
tif en raison de ses fas
inantes perspe
tivesd'appli
ations. Les modèles sous-ja
ents sont de la formei �t	(t) = H0	(t)� ~E(t) � ~D	(t) (1)où 	(t) désigne l'état du système à l'instant t (typiquement 	(t) 2 L2(IRd;Cj )), H0 l'Ha-miltonien du système libre, ~D l'opérateur dipolaire éle
trique, et ~E le 
hamp laser qui jouele r�le de variable de 
ontr�le. Dans 
ertains 
as, H0 pourra être un opérateur non linéaire,et l'opérateur ~D pourra dépendre de ~E .La se
tion 2.2 est 
onsa
rée à l'étude théorique d'un problème de 
ontr�le optimal sur uneéquation de type (1). Elle est issue d'une 
ollaboration ave
 Claude Le Bris et MathieuPilot (publi
ation [e
14℄).La se
tion 2.3 synthétise des travaux sur le 
ontr�le par laser de l'orientation d'une molé-
ule linéaire, typiquement la molé
ule d'HCN (arti
les [e
17, e
18, e
20℄). Cette étudea été e�e
tuée dans le 
adre d'une 
ollaboration entre mathémati
iens appliqués du CER-MICS (Anne Auger, Adel Ben Haj Yedder, Claude Le Bris et moi même) et physi
iensdu laboratoire de photo-physique molé
ulaire de l'Université Paris Sud (Osman Atabek,Claude Dion et Arne Keller).La se
tion 2.4 
on
erne la résolution numérique de l'équation de Gross-Pitaevskii. Il s'agitd'une équation de S
hrödinger non linéaire modélisant un 
ondensat de Bose-Einstein. Cetravail a été e�e
tué ave
 Claude Dion (arti
le [e
23℄).4CERMICS, E
ole Nationale des Ponts et Chaussées, et projet Odyssée, INRIA5CERMICS, E
ole Nationale des Ponts et Chaussées, et projet Mi
ma
, INRIA6Par dé�nition, une molé
ule linéaire est une molé
ule dont les atomes sont alignés.3



La troisième partie de 
e do
ument présente essentiellement des travaux ré
ents ou en 
oursqui donnent un é
lairage sur mon a
tivité présente et mon projet de re
her
he et s'arti
uleautour du thème du 
hangement d'é
helle : 
omment obtenir les propriétés d'un systèmema
ros
opique à partir des lois élémentaires qui dé
rivent son 
omportement à l'é
hellemi
ros
opique ? Cette partie déborde don
 largement du 
adre de la 
himie quantiquedans lequel j'ai e�e
tué ma thèse, et même, en 
e qui 
on
erne la se
tion 3.3, du domainede la simulation molé
ulaire.Dans des 
as très parti
uliers, le passage du mi
ros
opique au ma
ros
opique est relative-ment simple, 
omme en témoignent les deux exemples suivants. Pour un gaz peu dense àl'équilibre thermodynamique et pour 
ertains types de 
al
uls (détermination du spe
tre in-frarouge, de la 
haleur spé
i�que, ...), on peut en e�et 
onsidérer 
haque molé
ule 
ommequasiment isolée ; les formules de la physique statistique se simpli�ent alors 
onsidéra-blement et on peut les exploiter pour déterminer des grandeurs ma
ros
opiques à partirde 
al
uls à l'é
helle molé
ulaire e�e
tués sur une seule molé
ule de 
haque espè
e. Enoutre, des 
al
uls molé
ulaires de se
tions e�
a
es de 
ollision permettent d'avoir a

èsaux 
oe�
ients de transport ma
ros
opiques (di�usion d'une espè
e 
himique, 
ondu
tivitéthermique, vis
osité, ...). Le deuxième exemple est 
elui d'un 
ristal parfait pour lequel desgrandeurs ma
ros
opiques 
omme sa loi de 
omportement élastique à température nulle,son 
ara
tère 
ondu
teur, semi-
ondu
teur ou isolant (ainsi que la largeur du gap), sonspe
tre de phonons, ... peuvent être déduits dire
tement de 
al
uls à l'é
helle atomique.Dans 
e 
as, 
'est la périodi
ité du système qui permet de simpli�er les expressions.La situation est plus 
ompliquée pour les phases 
ondensées désordonnées (liquides etsolides amorphes) et pour les solides 
ristallins réels (
ristaux présentant des défauts, po-ly
rystaux) 
ar les formules de physique statistique ne se réduisent pas à des expressionssimples à évaluer.Pour 
ertains systèmes 
omme des liquides simples, la dynamique molé
ulaire peut êtreutilisée pour é
hantillonner l'espa
e des phases de l'é
helle mi
ros
opique selon une 
er-taine densité de probabilité. Cela permet de 
al
uler des grandeurs thermodynamiquesma
ros
opiques 
omme des énergies libres ou des 
oe�
ients de transport. La dynamiquemolé
ulaire peut alors être vue 
omme une alternative aux méthodes de Monte Carlo.On 
omprend don
 intuitivement qu'il n'est pas né
essaire de simuler la traje
toire ave
beau
oup de pré
ision (et don
 ave
 des méthodes numériques très 
oûteuses en termesde temps de 
al
ul) puisque seule la propriété d'ergodi
ité du système dynamique (i.e. lefait qu'une traje
toire générique é
hantillonne l'espa
e des phases ave
 la bonne densité deprobabilité) est exploitée. Notre obje
tif est d'e�e
tuer l'analyse numérique de 
e problème.Les premiers résultats dans 
e sens (arti
les [e
26, e
27℄, en 
ours de réda
tion) ont étéobtenus dans le 
adre d'une 
ollaboration entre deux projets INRIA, le projet ALADIN(François Castella7, Philippe Chartier8 et Erwan Faou8) et le projet MICMAC (Claude LeBris, Frédéri
 Legoll9, Gabriel Turini
i et moi-même). Ils sont présentés à la se
tion 3.1.Les modèles QM/CM (Quantum Me
hani
s / Continuum Model) dont il est question à lase
tion 3.2, permettent de dé
rire par un modèle quantique un système 
himique de petitetaille (une 
entaine d'atomes) en solution dans une phase liquide, situation extrèmement
ourante tant en 
himie qu'en biologie. Les molé
ules de solvant y sont représentées par un
ontinuum diéle
trique de permittivité égale à 
elle du solvant à l'é
helle ma
ros
opique.7IRMAR, Université Rennes I8Projet Aladin, INRIA9CERMICS, E
ole Nationale des Ponts et Chaussées, projet Mi
ma
, INRIA, et Sineti
s, groupe I23,EDF R&D Clamart 4



Il s'agit don
 en quelque sorte d'un modèle de 
hamp moyen. La se
tion 3.2 dé
rit briève-ment des travaux e�e
tués ave
 B. Mennu

i10 et J. Tomasi10 sur les modèles QM/CM etleur extension aux solvants ioniques (liquides physiologiques) et aux solvants anisotropes(
ristaux liquides, matri
es 
ristallines). Les arti
les [e
05, e
06, e
07℄ et [e
16℄ sontd'ordre méthodologique. Ces travaux ont aussi donné lieu à trois publi
ations présentantdes 
as d'appli
ations sur divers systèmes 
himiques [e
01, e
02, e
12℄ et ont été intégrésà deux arti
les de revue sur les modèles de 
ontinuum, l'un à l'attention de la 
ommunautédes mathémati
iens [e
10℄, l'autre à 
elle de la 
ommunauté des 
himistes [e
03℄.Le passage dire
t de l'é
helle atomique à l'é
helle ma
ros
opique par l'évaluation numé-rique de formules de physique statistique n'est possible que pour des systèmes �simples�, àl'équilibre thermodynamique lo
al, ne présentant pas de sous-stru
tures organisées à desé
helles mésos
opiques. Or en s
ien
e des matériaux, et bien davatange en
ore en biologie,les systèmes les plus intéressants présentent des sous-stru
tures mésos
opiques à plusieursé
helles (atome, a
ide aminé, protéine, membrane 
ytoplasmique, 
ellule, tissu, organe).Pour tenter de faire passer l'information de l'é
helle mi
ros
opique à l'é
helle ma
ros
o-pique, on peut utiliser� des modèles hiérar
hiques si les é
helles sont bien dé
ouplées (à 
haque é
helle, ondéveloppe un modèle dont les paramètres sont 
allés par des simulations numériquesaux é
helles inférieures, ou sont déduits d'arguments mathématiques - homogénéisa-tion - ou de données expérimentales) ;� des modèles multi-é
helles si plusieurs é
helles sont sont interdépendantes (un mêmemodèle permet à deux ou plusieurs é
helles de 
ommuniquer).Dans la se
tion 3.3 seront présentés des résultats théoriques obtenus ave
 I. Catto11 et Y.Gati12 (arti
le [e
28℄, en 
ours de réda
tion) 
on
ernant un modèle multi-é
helle dé
rivantla rhéologie d'une suspension 
on
entrée. Des travaux numériques sur 
e modèle sont en
ours, en liaison ave
 des travaux expérimentaux e�e
tués au Laboratoire Central des Pontset Chaussées (LCPC) sous la dire
tion de Philippe Coussot13.A�n de rendre 
e do
ument aussi autonome que possible, j'ai essayé de repla
er 
ha
unede mes 
ontributions dans son 
ontexte (parfois mal 
onnu des mathémati
iens). C'est 
equi explique la relative longueur de 
ertaines se
tions.

10Laboratoire de Chimie et de Chimie Industrielle, Université de Pise, Italie11CEREMADE, CNRS et Université Paris IX Dauphine12CERMICS, E
ole Nationale des Ponts et Chaussées et projet Mi
ma
, INRIA13LMSGC, Unité mixte de re
her
he CNRS/ENPC/LCPC5



Listes des publi
ationsTravaux effe
tués durant ma thèseArti
les publiés dans des revues internationales à 
omité de le
ture[e
01℄ E. Can
ès, B. Mennu

i and J. Tomasi, A new integral equation formalism for thepolarizable 
ontinuum model : theoreti
al ba
kground and appli
ations to isotropi
and anisotropi
 diele
tri
s, J. Chem. Phys. 101 (1997) 10506-10517.[e
02℄ B. Mennu

i, E. Can
ès and J. Tomasi, Evaluation of solvent e�e
ts in isotropi
 andanisotropi
 diele
tri
s, and in ioni
 solutions with a uni�ed integral equation method :theoreti
al bases, 
omputational implementation and numeri
al appli
ations, J. Phys.Chem. 107 (1997) 3032-3041.[e
03℄ C. Amovilli, V. Barone, R. Cammi, E. Can
es, M. Cossi, B. Mennu

i, C. S. Po-melli and J. Tomasi, Re
ent advan
es in the des
ription of solvent e�e
ts with thepolarizable 
ontinuum model, Adv. Quantum Chem. 32 (1998) 227-261.[e
04℄ E. Can
ès and C. Le Bris, On the perturbation method for some nonlinear QuantumChemistry models, Math. Mod. and Meth. in App. S
i. 8 (1998) 55-94.[e
05℄ E. Can
ès and B. Mennu

i, New appli
ations of integral equation methods for solva-tion 
ontinuum models : ioni
 solutions and liquid 
rystals, J. Math. Chem. 23 (1998)309-326.[e
06℄ E. Can
ès and B. Mennu

i, Analyti
al derivatives for geometry optimization in sol-vation 
ontinuum models I : Theory, J. Chem. Phys. 109 (1998) 249-259.[e
07℄ E. Can
ès, B. Mennu

i and J. Tomasi, Analyti
al derivatives for geometry optimiza-tion in solvation 
ontinuum models II : Numeri
al appli
ations, J. Chem. Phys. 109(1998) 260-266.[e
08℄ E. Can
ès, M. Defran
es
hi and C. Le Bris, Some re
ent mathemati
al 
ontributionsto quantum 
hemistry, Int. J. Quantum Chem. 74 (1999) 553-557.[e
09℄ E. Can
ès and C. Le Bris, On the time-dependent Hartree-Fo
k equations 
oupled witha 
lassi
al nu
lear dynami
s, Math. Mod. and Meth. in App. S
i. 9 (1999) 963-990.[e
10℄ E. Can
ès, C. Le Bris, B. Mennu

i and J. Tomasi, Integral Equation Methods forMole
ular S
ale Cal
ulations in the liquid phase, Math. Mod. and Meth. in App. S
i9 (1999) 35-44.[e
11℄ E. Can
ès and C. Le Bris, On the 
onvergen
e of SCF algorithms for the Hartree-Fo
kequations, Math. Model. Num. Anal. 34 (2000) 749-774.
6



Travaux postérieurs à ma thèseArti
les publiés ou a

eptés dans des revues internationales à 
omité de le
ture[e
12℄ J. Tomasi, B. Mennu

i and E. Can
ès, The IEF version of the PCM solvation method :an overview of a new method addressed to study mole
ular solutes at the QM ab initiolevel, Journal of Mole
ular Stru
ture : THEOCHEM, 464 (1999) 211-226.[e
13℄ E. Can
ès and C. Le Bris (2000), Can we outperform the DIIS approa
h for ele
troni
stru
ture 
al
ulations, Int. J. Quantum Chem. 79 (2000) 82-90.[e
14℄ E. Can
ès, C. Le Bris and M. Pilot, Contr�le optimal bilinéaire sur une équation deS
hrödinger, Note aux Comptes Rendus de l'A
adémie des S
ien
es, Série I, 330(2000) 567-571.[e
15℄ E. Can
ès, SCF algorithms for Kohn-Sham models with fra
tional o

upation numbers,J. Chem. Phys. 114 (2001) 10616-10623.[e
16℄ E. Can
ès and B. Mennu

i, The es
aped 
harge problem in solvation 
ontinuum mo-dels, J. Chem. Phys. 115 (2001) 6130-6135.[e
17℄ A. Auger, C. Dion, A. Ben Haj Yedder, A. Keller, E. Can
ès, C. Le Bris and O.Atabek, Optimal laser 
ontrol of 
hemi
al rea
tions : methodology and results, Math.Mod. and Meth. in App. S
i. 12 (2002) 1281-1315.[e
18℄ A. Ben Haj-Yedder, A. Auger, C. M. Dion, E. Can
ès, A. Keller, C. Le Bris, and O.Atabek, Numeri
al optimization of laser �elds to 
ontrol mole
ular orientation, Phys.Rev. A 66 (2002) 063401.[e
19℄ E. Can
ès, C. Le Bris, Y. Maday, and G. Turini
i, Towards redu
ed basis approa
hesin ab initio ele
troni
 stru
ture 
omputations, Journal of S
ienti�
 Computing, 17(2002) 461-469.[e
20℄ C. Dion, A. Ben Haj Yedder, E. Can
ès, C. Le Bris, A. Keller and O. Atabek, Optimallaser 
ontrol of orientation : the ki
ked mole
ule, Phys. Rev. A 65 (2002) 063408.[e
21℄ K. Kudin, G.E. S
useria and E. Can
ès, A bla
k-box self-
onsistent �eld 
onvergen
ealgorithm : one step 
loser, J. Chem. Phys. 116 (2002) 8255-8261.[e
22℄ E. Can
ès, K. Kudin, G.E. S
useria and G. Turini
i, Quadrati
ally 
onvergent algo-rithm for fra
tional o

upation numbers, J. Chem. Phys. 118 (2003) 5364-5368.[e
23℄ C. Dion and E. Can
ès, Spe
tral method for the time-dependent Gross-Pitaevskii equa-tion with harmoni
 traps, Phys. Rev. E 67 (2003) 046706.[e
24℄ A. Ben Haj Yedder, E. Can
ès and C. Le Bris, Mathemati
al remarks on the optimizede�e
tive potential problem, Di�. Int. Eq. (à paraître).[e
25℄ E. Can
ès, R. Keriven, F. Lodier and A. Savin, How ele
trons guard the spa
e : shapeoptimization with probability distribution 
riteria, Theoret. Chem. A

. (à paraître).
7



Arti
les soumis[e
26℄ E. Can
ès, F. Castella, Ph. Chartier, E. Faou, C. Le Bris, F. Legoll and G. Turini
i,High order integration formulae with error bounds for statisti
al average 
al
ulationsby mole
ular dynami
s simulations, J. Chem. Phys. (soumis).[e
27℄ E. Can
ès, F. Castella, Ph. Chartier, E. Faou, C. Le Bris, F. Legoll and G. Turini
i,Long-time averaging using symple
ti
 solvers with appli
ation to mole
ular dynami
s,Numer. Math. (soumis).[e
28℄ E. Can
ès, I. Catto and Y. Gati, Mathemati
al analysis of a nonlinear paraboli
 equa-tion arising in the modelling of non-newtonian �ows, SIAM J. Math. Anal. (soumis).Chapitres de livres[e
29℄ E. Can
ès, SCF algorithms for Hartree-Fo
k ele
troni
 
al
ulations, in : Le
ture Notesin Chemistry 74 (2001) 17-43.[e
30℄ E. Can
ès, M. Defran
es
hi, W. Kutzelnigg, C. Le Bris and Y. Maday, Computationalquantum 
hemistry : a primer, in : Handbook of numeri
al analysis. Volume X :spe
ial volume : 
omputational 
hemistry, Ph. Ciarlet and C. Le Bris eds (Elsevier,2003).Autres publi
ations[e
31℄ E. Can
ès, Laser et 
himie : du rêve à la réalité, La Re
her
he 340 (2001) 38-42.[e
32℄ E. Can
ès, Simulation numérique pour la rhéologie, Pro
. 36e 
olloque annuel duGroupe Français de Rhéologie (2001) 220-225.A
tivités d'en
adrementMon a
tivité au sein du CERMICS m'a fourni l'opportunité de parti
iper à l'en
adrementde plusieurs do
torants :� Maxime Barrault (en deuxième année de thèse - 
onvention CIFRE EDF - ave
Claude Le Bris) ;� Adel Ben Haj Yedder (thèse ENPC dirigée par Claude Le Bris, soutenue en dé
embre2002) ;� Yousra Gati (en troisième année de thèse - bourse ENPC - ave
 Claude Le Bris) ;� Frédéri
 Legoll (Ingénieur des Ponts et Chaussées, en deuxième année de thèse ave
Claude Le Bris et Yvon Maday14) ;� Tony Lelièvre (Ingénieur des Ponts et Chaussées, en deuxième année de thèse ave
Claude Le Bris) ;� François Lodier (en première année de thèse - bourse ENPC - ave
 Yves A
hdou15).En outre, deux étudiants a
tuellement en stage de DEA sont sus
eptibles de 
ommen
eren o
tobre 2003 une thèse que je dirigerai ou que j'en
adrerai pour partie.14Laboratoire Ja
ques-Louis Lions, CNRS et Université Paris VI15UFR de Mathématiques, Université Paris VII 8



1 Cal
uls de stru
tures éle
troniquesLa détermination de l'état éle
tronique fondamental, 
'est-à-dire de l'état de plus basseénergie, d'un système molé
ulaire est le problème 
entral de la 
himie quantique. Il 
onsti-tue une étape préliminaire in
ontournable à la détermination de toute propriété physi
o-
himique du système étudié.On utilise i
i le système d'unités atomiques obtenu en imposantme = 1; e = 1; �h = 1; 14��0 = 1(me désigne la masse de l'éle
tron, e la 
harge élémentaire, �h la 
onstante de Plan
kréduite �h = h=2�, et �0 la 
onstante diéle
trique du vide). L'unité de masse vaut alors9:11 � 10�31 kg, l'unité de longueur (notée a0 et appelée rayon de Bohr) 5:29 � 10�11 m,l'unité de temps 2:42 � 10�17 s, et l'unité d'énergie (le hartree, noté Ha) 4:36 � 10�18 J,soit 27:2 eV. Ce système d'unités permet d'une part de simpli�er l'é
riture des équations etd'autre part de travailler à l'é
helle molé
ulaire ave
 des valeurs numériques a

essibles àl'intuition : ainsi la �distan
e moyenne� entre l'éle
tron et le noyau de l'atome d'Hydrogènevaut 1 et l'énergie du fondamental �0:5. La vitesse de la lumière vaut 1=� dans 
e systèmed'unités (où � est la 
onstante - adimensionnelle - de stru
ture �ne), 
'est-à-dire environ137.Considérons un système molé
ulaire 
onstitué1. de M noyaux atomiques, dont on désignera par �x1; � � � ; �xM les variables positions(�xk 2 IR3) et par z1; � � � ; zM les 
harges éle
triques (zk 2 IN� en unités atomiques) ;2. et de N éle
trons dé
rits par une fon
tion d'onde notée  .La formulation mathématique du problème de la détermination du fondamental éle
tro-nique s'é
rit alors : pour une 
on�guration donnée (�x1; � � � ; �xM ) des noyaux (les �xk jouentdon
 i
i le r�le de paramètres), 
al
ulerW (�x1; � � � ; �xM ) = U(�x1; � � � ; �xM ) + X1�k<l�M 1j�xk � �xlj (2)où U(�x1; � � � ; �xM ) = inf nh ;Hf�xkg i;  2 H; k kL2 = 1o ; (3)Hf�xkg = � NXi=1 12�xi � NXi=1 MXk=1 zkjxi � �xkj + X1�i<j�N 1jxi � xjj ; (4)H = N̂i=1H1(IR3):L'énergie U(�x1; � � � ; �xM ) est appelée l'énergie éle
tronique fondamentale du système dans la
on�guration (�x1; � � � ; �xM ) des noyaux. Un minimiseur de (3) est appelé un état éle
troniquefondamental.Le modèle 
i-dessus est obtenu à partir de l'équation de S
hrödinger dé
rivant la dynamiquede toutes les parti
ules en présen
e (noyaux et éle
trons) en séparant les é
helles 
orres-pondant au mouvement des noyaux de 
elles 
orrespondant aux mouvements des éle
trons(approximation de Born-Oppenheimer) et en supposant qu'à tout instant, les éle
trons sontdans leur état fondamental. Cette approximation est justi�ée par la di�éren
e de masseentre noyaux et éle
trons, les premiers étant de 1836 (pour le noyau d'Hydrogène) à plus9



de 400 000 (pour le noyau d'Uranium) fois plus lourds que les derniers ; il en résulte queles éle
trons sont régis par une dynamique rapide qui leur permet de relaxer plus vite queles noyaux.Le potentiel W (�x1; � � � ; �xM ) 
orrespond au potentiel e�e
tif dans lequel se meuvent lesnoyaux. Il 
omprend deux termes :1. le terme X1�k<l�M 1j�xk � �xlj dé
rit la répulsion internu
léaire (for
es de Coulomb) ;2. le terme U(�x1; � � � ; �xM ) représente le potentiel e�e
tif perçu par les noyaux dû à laprésen
e du nuage éle
tronique.La valeur du potentiel U en un point (�x1; � � � ; �xM ) 2 IR3M est obtenue en 
her
hant lefondamental de l'Hamiltonien éle
tronique Hf�xkg sur l'espa
eH. Rappelons que la notationN̂i=1H1(IR3)désigne l'espa
e ve
toriel des fon
tions  : (IR3)N �! IR (ou Cj ) qui véri�entZIR3N  j (x1; x2; � � � ; xN )j2 + NXi=1 jrxi (x1; x2; � � � ; xN )j2! dx1 � � � dxN < +1et  (xp(1); xp(2); � � � ; xp(N)) = (�1)�(p) (x1; x2; � � � ; xN );où p désigne une permutation quel
onque des indi
es et �(p) sa signature. A une fon
tiond'onde  2 H véri�ant la 
ondition de normalisation k kL2 = 1, on asso
ie la fon
tion�(x) = N ZIR3(N�1) j (x; x2; � � � ; xN )j2 dx2 � � � dxN (5)représentant la densité éle
tronique dans l'espa
e physique IR3 d'un système de N éle
tronsdé
rit par la fon
tion d'onde  . La densité � est une quantité mesurable expérimentalement(par di�usion de rayons X par exemple).Le premier terme de Hf�xkg 
orrespond à l'énergie 
inétique des éle
trons (�xi désigne lelapla
ien par rapport à la variable xi 2 IR3), le deuxième à l'intera
tion 
oulombiennenoyaux-éle
trons et le troisième à la répulsion 
oulombienne interéle
tronique.A dessein, on a omis les variables de spin qui ne jouent au
un r�le dans les développements
i-dessous.L'hypersurfa
e de IR3M+1 dé�nie par la fon
tion (�x1; � � � ; �xM ) 7! W (�x1; � � � ; �xM ) est ap-pelée surfa
e fondamentale de Born-Oppenheimer du système. On verra ultérieurement
omment exploiter la 
onnaissan
e de 
ette surfa
e pour 
al
uler 
ertaines propriétés dessystèmes molé
ulaires (se
tion 3.1) voire pour 
ontr�ler leur dynamique (se
tion 2.3). Dans
ette première partie, on s'intéresse ex
lusivement au 
al
ul de 
ette surfa
e.Con
entrons nous don
 sur la résolution du problème éle
tronique (3) pour une 
on�gura-tion donnée des noyaux, qu'on ré
rit pour simpli�er les notations sous la formeinf fh ;H i;  2 H; k kL2 = 1g (6)ave
 H = N̂i=1H1(IR3)10



H = � NXi=1 12�xi + NXi=1 V (xi) + X1�i<j�N 1jxi � xj jV (x) = � MXk=1 zkjx� �xkjles �xk étant i
i des paramètres de IR3.En raison de la taille de l'ensemble des fon
tions d'onde admissibles, on ne peut attaquerdire
tement la résolution numérique de 
e problème de minimisation que pour les systèmesles plus simples (un ou deux éle
trons). Pour des systèmes 
himiques plus 
omplexes, ondispose essentiellement de deux 
lasses de méthodes d'approximation :� les méthodes de fon
tions d'onde [32, 47℄, dont l'ar
hétype est le modèle de Hartree-Fo
k (se
tion 1.1) ;� et les modèles de Kohn-Sham [21, 51℄ issus de la Théorie de la Fon
tionnelle de laDensité (se
tion 1.2).Signalons 
ependant que des méthodes sto
hastiques (Quantum Monte Carlo) [29℄ ontégalement été développées.1.1 Résolution numérique du modèle de Hartree-Fo
kLe modèle de Hartree-Fo
k a fait l'objet de plusieurs travaux mathématiques de premierplan dans le domaine des équations aux dérivées partielles, notamment [44℄ et [45℄. Il s'agitd'une approximation variationnelle du problème éle
tronique (6) 
onsistant à restreindrel'ensemble de minimisation f 2 H; k kL2 = 1g à l'ensemble des déterminants de Slater,
'est-à-dire aux fon
tions d'onde  qui s'é
rivent sous la forme (x1; � � � ; xN ) = 1pN ! det(�i(xj)) = 1pN ! ����������� �1(x1) � � � �1(xN )� �� �� ��N (x1) � � � �N (xN )
����������� (7)où les �i sont des fon
tions de H1(IR3) appelées orbitales molé
ulaires véri�ant les 
ondi-tions d'orthonormalité (pour le produit s
alaire L2) ZIR3 �i�j = Æij . On noteWN = �� = f�ig1�i�N ; �i 2 H1(IR3); ZIR3 �i�j = Æij ; 1 � i; j � N� (8)l'ensemble des 
on�gurations de N orbitales molé
ulaires. En désignant par SN l'ensembledes déterminants de SlaterSN = � 2 H; 9� = f�ig1�i�N 2 WN ;  = 1pN ! det(�i(xj))� ;le problème de Hartree-Fo
k s'é
rit don
inf fh ;H i;  2 SNg : (9)Pour  de la forme (7), on a h ;H i = EHF (�) (10)11



ave
 EHF (�) = NXi=1 12 ZIR3 jr�ij2 + ZIR3 �� V + 12 ZIR3 ZIR3 ��(x) ��(y)jx� yj dx dy (11)�12 ZIR3 ZIR3 ��(x; y)2jx� yj dx dyoù ��(x; y) = NXi=1 �i(x)�i(y) et ��(x) = �(x; x) = NXi=1 j�i(x)j2 (
ette dé�nition de ��(x)
oïn
ide ave
 la dé�nition (5) de la densité � pour les fon
tions d'onde qui s'é
riventsous la forme d'un déterminant de Slater). Dans le membre de droite de la fon
tionnelled'énergie (11), le premier terme représente l'énergie 
inétique de la fon
tion d'onde et ledeuxième terme l'intera
tion éle
trostatique entre noyaux et éle
trons. La répulsion inter-éle
tronique se manifeste dans le troisième terme, qui peut s'interpréter 
omme l'énergie
oulombienne 
lassique de la densité éle
tronique �, ainsi que dans le quatrième terme,dit terme d'é
hange, qui est d'origine quantique et résulte de l'antisymétrie de la fon
tiond'onde. On peut don
 é
rire le problème de Hartree-Fo
k sous la formeinf nEHF (�); � 2 WNo : (12)Notons qu'en simpli�ant l'ensemble de minimisation, on a 
ompliqué la fon
tionnelle d'éner-gie à minimiser, puisque 
elle-
i a perdu son 
ara
tère quadratique.Les équations d'Euler-Lagrange asso
iées au problème (12) s'é
rivent8>>><>>>: �12��i + V �i + ��� ? 1jxj��i � ZIR3 ��(�; y)j � �yj �i(y) dy = NXj=1�ij�jZIR3 �i�j = Æij :Remarquons que les multipli
ateurs de Lagrange �ij forment une matri
e symétrique.En utilisant l'invarian
e de la fon
tionnelle de Hartree-Fo
k vis-à-vis de la tranformation� 7! �U pour toute matri
e unitaire U 2 U(N), on peut diagonaliser la matri
e des �ij.L'ensemble des points 
ritiques de (12) peut don
 être obtenu en faisant agir le groupeU(N) des matri
es unitaires sur l'ensemble des solutions du problème8>><>>: �12��i + V �i + ��� ? 1jxj��i � ZIR3 ��(�; y)j � �yj �i(y) dy = �i�iZIR3 �i�j = Æij : (13)On re
onnaît en (13) un problème aux valeurs propres non linéaire.Les propriétés mathématiques 
onnues du modèle de Hartree-Fo
k (12) ont été établiespar Lieb et Simon [44℄ et 
omplétées par Lions [45℄. L'existen
e d'un fondamental Hartree-Fo
k est ainsi prouvée pour les ions positifs (Z := PMk=1 zk > N) et les systèmes neutres(Z = N) ; on sait en outre que pour tout fondamental, les �i intervenant dans les équationsde Hartree-Fo
k (13) sont né
essairement les N plus petites valeurs propres (
omptées ave
leur multipli
ités) de l'opérateur auto-adjoint�12� + V + ��� ? 1jxj�� ZIR3 ��(�; y)j � �yj � (y) dy:12



Par ailleurs, la non-existen
e d'un fondamental Hartree-Fo
k pour les ions �très négatifs�
omportant un nombre M de noyaux véri�ant M � N�2Z (
ette inégalité étant satisfaitepar exemple pour l'ion H2�) est prouvée dans [43℄. Dans la situation intermédiaire où lesystème est un ion négatif mais pas �très négatif� au sens dé�ni 
i-dessus, au
un résultatd'existen
e ou de non-existen
e n'a été publié. Signalons en�n que l'uni
ité de la densité(modulo les invarian
es par symétrie) reste un problème totalement ouvert.Dis
rétisation du modèle de Hartree-Fo
kPour 
al
uler numériquement l'état fondamental Hartree-Fo
k, on utilise généralement uneapproximation de Galerkin : on appro
he le problème (12) parinf nEHF (�) ; � 2 WN (V)o (14)ave
 WN (V) = �� = f�ig1�i�N ; �i 2 V; ZIR3 �i�j = Æij ; 1 � i; j � N� ;où V est un sous-espa
e de H1(IR3) de dimension �nie Nb. Soit f��g1���Nb une base de V(la 
onstru
tion de bases adaptées aux 
al
uls de 
himie quantique est expliquée dans [32℄et dans [e
30℄, se
tion 24). A � = f�ig 2 WN (V), on asso
ie la matri
e C 2 M(Nb; N)rassemblant les 
oe�
ients des �i dans la base f��g :8 1 � i � N; �i(x) = NbX�=1C�i ��(x):Le problème (14) s'é
rit alorsinf nEHF (CCT ); C 2M(Nb; N); CTSC = INo (15)où IN désigne la matri
e identité de rang N et S 2 MS(Nb) la matri
e de re
ouvrementdes fon
tions de base : S�� = ZIR3 ���� :La fon
tionnelle d'énergie dis
rétisée est donnée par l'expression8D 2MS(Nb); EHF (D) = Tr (hD) + 12 Tr (G(D)D) ;ave
 h�� = 12 ZIR3 r�� � r�� + ZIR3 V ���� ;G(D) = J(D)�K(D);J(D)�� = NbX�;�=1(��j��)D��;K(D)�� = NbX�;�=1(��j��)D��;(��j��) = ZIR3 ZIR3 ��(x)��(x)��(y)��(y)jx� yj dx dy:13



Remarquons que le problème (15) peut être ré
rit en prenant la matri
e D = CCT 
ommein
onnue prin
ipale sous la formeinf nEHF (D); D 2MS(Nb); DSD = D; Tr (SD) = No : (16)Les équations d'Euler-Lagrange asso
iées au problème d'optimisation sous 
ontraintes (15)s'é
rivent 8><>: F (D)C = SC�CTSC = IND = CCT (17)ave
 F (D) = h + G(D). La matri
e � 2 MS(N) est le multipli
ateur de Lagrange de la
ontrainte CTSC = IN . Pré
isons qu'on appelle matri
e densité la matri
e D, et matri
ede Fo
k la matri
e F (D). Remarquons maintenant que si C est un point 
ritique de (15)et U une matri
e orthogonale de M(N), alors CU est aussi un point 
ritique de (15). Onpeut don
 utiliser 
ette propriété pour diagonaliser la matri
e � dans (17) et en déduireque l'ensemble des points 
ritiques de (15) peut être engendré en résolvant le système8><>: F (D)C = SCECTSC = IND = CCT (18)où E = Diag(�1; � � � ; �N ) désigne une matri
e diagonale. En notant �k la k-ième 
olonnede C on voit que F (D)�k = �kS�k;et que (18) est don
 un problème aux valeurs propres (généralisé) non linéaire. Pour que Csoit un minimum lo
al de (15), il faut en outre, 
omme pour le modèle 
ontinu (13), que les�k soient les N plus petites valeurs propres du problème (
omptées ave
 leur multipli
ité).Cette propriété est 
onnue en 
himie sous le nom de prin
ipe Aufbau. Remarquons que leséquations (18) peuvent s'é
rire en prenant 
omme in
onnue prin
ipale la matri
e D, sousla forme [F (D);D℄ = 0 (19)où la notation [�; �℄ désigne le �
ommutateur� dé�ni par [A;B℄ = ABS � SBA. De mêmeles équations (18) 
omplétées par le prin
ipe Aufbau s'é
rivent aussiD = arginf �Tr (F (D)D0); D0 2 PN	 : (20)où PN = fD 2MS(Nb); DSD = D; Tr (SD) = Ng : (21)La variété PN est di�éomorphe à la variété Grassmannienne des sous-espa
es ve
torielsde dimension N d'un espa
e de dimension Nb. En e�et, la transformation D 7! �D =S1=2DS1=2 (qui est l'identité si S = IN , autrement dit si la base f��g1���Nb est orthonor-male) envoie PN sur la variété des proje
teurs orthogonaux de IRNb de rang N .Les 
onditions (19) et (20) in
itent à dé�nir deux 
ritères de 
onvergen
e adaptés à larésolution numérique des équations de Hartree-Fo
k :� on dira que la suite (Dn)n2IN 
onverge numériquement vers une solution des équationsde Hartree-Fo
k si(1) Dn+1 �Dn �! 0(2) [F (Dn);Dn℄ �! 0 ; 14



� on dira que la suite (Dn)n2IN 
onverge numériquement vers une solution des équationsde Hartree-Fo
k véri�ant le prin
ipe Aufbau si(1) Dn+1 �Dn �! 0(2') Tra
e (F (Dn)Dn)� inf fTra
e (F (Dn)D); D 2 Pg �! 0.Remarquons que (2') implique (2).Algorithme de RoothaanL'algorithme �naturel� de résolution de (18) est l'algorithme de point �xe suivant : 
hoisirC0 vérifant CT0 SC0 = IN , poser D0 = C0CT0 et 
onstruire par ré
urren
e une suite (Cn)n2INvéri�ant 8><>: F (Dn�1)Cn = SCnEn En = Diag(�n1 ; � � � ; �nN )CTn SCn = INDn = CnCTn (22)où �n1 � �n2 � � � � � �nN sont les N plus petites valeurs propres deF (Dn�1)� = �S� (23)et où les 
olonnes de Cn sont des ve
teurs propres S-orthogonaux asso
iés. Cet algorithmeest 
onnu sous le nom d'algorithme de Roothaan [55℄. Notons qu'il s'é
rit aussi sous laforme 
ompa
te Dn = arginf fTr (F (Dn�1)D); D 2 PNg :Cet algorithme fon
tionne 
orre
tement sur des systèmes 
himiques simples (
omposés detrois ou quatre atomes de la première ligne du tableau périodique : Hydrogène, Carbone,Azote, Oxygène, ...) à 
ondition d'utiliser des bases de petite taille. Toutes les simulationse�e
tuées dans les premiers temps de la 
himie 
omputationnelle s'e�e
tuaient dans 
e
adre, et 
'est la raison pour laquelle l'algorithme de Roothaan a été utilisé pendant unevingtaine d'années sans que 
ela pose trop de problèmes. Quand les ordinateurs ont permisde faire tourner des 
al
uls plus importants, l'algorithme de Roothaan s'est révélé insu�-sant : en général, il ne 
onverge pas. Plusieurs algorithmes ont été proposés pour tenter deremédier à 
ette situation, qu'on peut 
lasser en deux 
atégories :1. les algorithmes 
onsistant, 
omme 
elui de Roothaan, à résoudre les équations d'Euler-Lagrange (18) par une méthode de point �xe ; 
'est la stratégie employée dans laquasi-totalité des 
odes a
tuels ;2. les algorithmes 
onsistant à résoudre dire
tement le problème d'optimisation sous
ontrainte (15).Dans la première 
atégorie, mentionnons l'algorithme de level-shifting [57℄, l'algorithme dedamping [70℄ et surtout l'algorithme DIIS [53℄, qui est en
ore à l'heure a
tuelle le plusutilisé. L'algorithme DIIS 
onverge vite quand il 
onverge mais ne 
onverge pas toujourset 
onverge dans de nombreux 
as vers un minimum lo
al non global. Dans la se
onde
atégorie, 
itons l'algorithme de steepest des
ent [46℄ (il s'agit d'une méthode de gradientprojeté), l'algorithme de Ba
skay [6℄ (réé
riture du problème (15) sous la forme d'un pro-blème d'optimisation sans 
ontrainte et mise en ÷uvre de l'algorithme de Newton), ainsique ses variantes de type quasi-Newton [15, 22℄, et l'algorithme de Shepard [62℄ (méthodede Hessien réduit pour résoudre (15)). Les algorithmes de la se
onde 
atégorie 
onvergenttoujours vers un minimum lo
al mais 
e minimum lo
al est rarement le minimum globalpour les systèmes et/ou les bases de grande taille. Tous 
es algorithmes sont dé
rits endétail dans [e
30℄, se
tions 29 et 30. 15



Au 
ours de mon travail de thèse, j'ai mis en éviden
e les raisons pour lesquelles l'algorithmede Roothaan ne fon
tionne pas 
orre
tement.Théorème 1 Soit D0 2 PN un initial guess tel que la suite (Dn)n2IN engendrée par l'al-gorithme de Roothaan soit telle qu'il existe 
 > 0 tel que�nN+1 � �nN � 
 (24)où �nk désigne la k-ième valeur propre du problème spe
tral généralisé (23). Alors� ou bien la suite (Dn)n2IN 
onverge numériquement vers une solution des équationsde Hartree-Fo
k véri�ant le prin
ipe Aufbau ;� ou bien les sous-suites (D2n)n2IN et (D2n+1)n2IN 
onvergent numériquement vers Det D0 ave
 D 6= D0 et ni D ni D0 ne sont solutions des équations de Hartree-Fo
k.Les simulations numériques montrent que les deux 
as (
onvergen
e ou os
illation entredeux états) peuvent e�e
tivement se présenter. La �gure 1 montre les résultats obtenus surles atomes isolés pour deux types de bases gaussiennes [32℄ :� une base de petite taille : 3-21G,� une base de grande taille : 6-311++G(3df,3pd),la donnée initiale D0 étant obtenue en diagonalisant l'Hamiltonien de 
÷ur h :D0 = arginf fTr (hD); D 2 PNg :Ils ont été obtenus ave
 le logi
iel Gaussian 98 [24℄.
H

Convergence vers le fondamental

Oscillation

Base = 3−21G Base = 6−311++G(3df,3pd) 

Orbitales atomiques non disponibles
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Convergence vers une autre solution

B   C  N   O   F  Ne

Mg
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Cr  Co  Ni  Ti  Sc  V  Fe  Cu  Zn    Ga  Ge  As Se Br  Mn  

P   S   Cl   Ar     Al  SiNaMgNa P   S   Cl   Ar     Al  Si

K  Ca  Cr  Co  Ni  Ti  Sc  V  Fe  Cu  Zn    Ga  Ge  As Se Kr  Br  Mn  

Rb  Sr  Y  Zr  Nb  Tc  Ru  Rh  Pd  Cd  In  Sn  Sb  Te  Xe  I  Mo  

Fig. 1 � Re
her
he du fondamental Hartree-Fo
k des atomes par l'algorithme de Roothaan.L'hypothèse (24) impose qu'il y ait un gap uniformément minoré entre les énergies de laplus haute orbitale o

upée et de la plus basse orbitale virtuelle ; 
ette hypothèse permetnotamment d'assurer que la suite (Dn)n2IN est dé�nie de manière unique. Cette hypothèsen'est pas restri
tive en pratique.La preuve du théorème 1 est basée sur une remarque simple : la suite (Dn)n2IN engendréepar l'algorithme de Roothaan 
oïn
ide ave
 la suite obtenue en résolvant par relaxation leproblème inf �E(D;D0); D 2 PN ; D0 2 PN	16



ave
 E(D;D0) = 12Tr (hD) + 12Tr (hD0) + 12Tr (G(D)D0):En utilisant des te
hniques similaires, j'ai obtenu par ailleurs des résultats de 
onvergen
esur l'algorithme de level-shifting (voir [e
29℄) qui s'avère 
onverger vers un minimum lo
al(mais souvent non global) pour un paramètre de shift assez grand.Ave
 Claude Le Bris, nous avons transposé [e
11℄ les preuves obtenues en dimension�nie (après approximation de Galerkin) au 
adre de la dimension in�nie ; la 
onvergen
ede l'algorithme de level-shifting fournit ainsi une preuve 
onstru
tive de l'existen
e desolutions aux équations de Hartree-Fo
k (13) (toujours sous l'hypothèse Z = MXk=1 zk � N).Algorithmes à 
ontraintes relâ
héesNous avons introduit dans [e
12℄ une nouvelle 
atégorie d'algorithmes de résolution duproblème de Hartree-Fo
k, les algorithmes RCA pour Relaxed Constrained Algorithms,fondés sur l'observation suivante, dont la preuve �gure dans [e
30℄, se
tion 30 : le problèmeinf nEHF (D); D 2 ePNo (25)ave
 ePN = fD 2MS(Nb); DSD � D; Tr (SD) = Ng (26)obtenu à partir du problème (16) en remplaçant la 
ontainte DSD = D par la 
ontrainterelâ
hée DSD � D a les mêmes mimina lo
aux que le problème (16). Cette propriété estspé
i�que à l'énergie de Hartree-Fo
k et n'est pas véri�ée pour les fon
tionnelles d'énergiede Kohn-Sham qui sont également très utilisées en 
himie quantique (voir se
tion suivante).La supériorité de la formulation (25) sur la formulation (16) est que l'ensemble ePN surlequel on minimise est 
onvexe.L'Optimal Damping Algorithm (ODA), que nous avons introduit dans [e
12℄, est l'algo-rithme RCA le plus simple ; il s'apparente à une méthode de gradient à pas optimal. Ils'é
rit : 8>>>><>>>>: F ( eDn)Cn+1 = SCn+1En+1CTn+1SCn+1 = INDn+1 = Cn+1CTn+1eDn+1 = arg infnEHF ( eD); eD 2 Seg[ eDn;Dn+1℄o : (27)où Seg[ eDn;Dn+1℄ = n(1� �) eDn + �Dn+1; � 2 [0; 1℄o. Comme EHF 
omporte deux termesdont l'un est linéaire et l'autre quadratique en la matri
e densité, la dernière ligne de (27)
onsiste simplement à minimiser un polyn�me du se
ond ordre en � sur [0; 1℄, 
e qui peutbien sûr être fait analytiquement à moindre 
oût. L'algorithme est initialisé en 
hoisissantun point de départ D0 2 PN et en posant eD0 = D0.L'algorithme ODA engendre don
 deux suites de matri
es :� la suite prin
ipale (Dn)n2IN dont les éléments sont des matri
es densité admissibles(appartenant à PN ) ;� une suite se
ondaire ( eDn)n�1 de pseudo-matri
es densité dont les éléments sont dansePN (de par la 
onvexité de 
et ensemble).
17



Notons que pour tout D0 2 PN , et pour tout � 2 [0; 1℄,EHF ( eDn+�(D0� eDn)) = EHF ( eDn)+�Tr (F ( eDn)�(D0� eDn))+�22 Tr �G(D0 � eDn) � (D0 � eDn)� :La dire
tion de plus forte pente 
orrespond au minimiseur deinf nTr (F ( eDn)(D0 � eDn)); D0 2 PNo ;autrement dit de inf nTr (F ( eDn)D0); D0 2 PNo :Ce minimiseur est pré
isément la matri
e densité Dn+1 dé�nie par (27). C'est en 
e sensque l'algorithme ODA peut s'interpréter 
omme un algorithme de gradient à pas optimal.Le 
oût d'une itération ODA est sensiblement équivalent à 
elui d'une itération de l'algo-rithme de Roothaan, l'étape de re
her
he linéaire étant quasiment gratuite. L'analyse de
onvergen
e publiée dans [e
29℄ fournit le résultat suivant :Théorème 2 Soit D0 2 P un initial guess tel que la suite ( eDn)n2IN engendrée par l'algo-rithme ODA soit telle qu'il existe 
 > 0 tel quee�nN+1 � e�nN � 
 (28)où e�nk désigne la k-ième valeur propre du problème spe
tral généralisé F ( eDn�1)� = �S�.Alors� la suite �EHF ( eDn)�n2IN dé
roît vers une valeur stationnaire de l'énergie de Hartree-Fo
k ;� la suite (Dn)n2IN 
onverge numériquement vers une solution des équations de Hartree-Fo
k véri�ant le prin
ipe Aufbau.Bien que rien ne garantisse sur un plan théorique que le minimum obtenu soit un minimumglobal (en fait tout minimum lo
al est un point �xe de l'algorithme), les tests numériquesont montré que pour les 
hoix usuels de D0 (obtenus souvent par diagonalisation de l'Ha-miltonien de 
÷ur h ou par le 
al
ul de l'état fondamental d'un modèle semi-empiriquede type Hü
kel), l'algorithme ODA 
onverge vers 
e qui semble être le minimum globalde l'énergie de Hartree-Fo
k. Le tableau 
i-dessous reproduit des résultats numériquesreprésentatifs : le premier système 
onsidéré (CH3-NH-CH=CH-NO2) est une molé
ule or-ganique standard, le se
ond (Cr2) et le troisième ([Fe(H2O)6℄2+) 
ontiennent des élémentsmétalliques (Chrome et Fer) pour lesquels les algorithmes SCF ren
ontrent généralementdes di�
ultés (
omme en témoignent les 
al
uls e�e
tués sur 
es atomes, voir �gure 1). Ladeuxième 
olonne fournit l'énergie totale de l'initial guess D0, les deuxième et troisième 
o-lonnes, 
elles obtenues à la 
onvergen
e ave
 les algorithmes DIIS et ODA respe
tivement ;
es trois énergies sont en Hartree. La quatrième 
olonne reproduit la di�éren
e d'énergieentre le résultat obtenu ave
 DIIS (algorithme par défaut dans quasiment tous les 
odesa
tuels) et 
elui obtenu ave
 ODA en k
al/mol (une liaison 
ovalente CH a une énergie del'ordre de 100 k
al/mol). On voit que l'erreur 
ommise par DIIS est loin d'être négligeablepuisqu'elle est parfois 
omparable à l'énergie de liaison d'un ou plusieurs atomes.
18



Système EHF (D0) Min DIIS Min ODA �E (k
al/mol)n-méthyl-2-nitrovinylamine, -374.0038 -375.3869 -375.3869 0CH3-NH-CH=CH-NO2, base 6-31G -322.2373 Ne 
v pas -375.3869 Non dé�niDi
hrome -2069.5400 -2085.5449 -2085.8060 163.71Cr2, base 6-31G -2051.4339 -2085.4042 -2085.8060 251.93Ion [Fe(H2O)6℄2+, -1700.7596 -1717.8928 -1718.0151 76.68178 fon
tions de base -1538.7283 -1717.7355 -1718.0151 175.31L'énergie de l'initial guess (deuxième 
olonne), du minimum obtenu par l'algorithme DIIS(troisième 
olonne), et de 
elui obtenu par ODA (quatrième 
olonne) sont en unités atomiques.La di�éren
e d'énergie entre les deux minima est exprimée en k
al/mol(une liaison 
ovalente : � 100 k
al/mol, une liaison hydrogène : � 5 k
al/mol).Pour a

élérer l'algorithme ODA, il est naturel de garder en mémoire la suite des itérés D0,D1, ..., Dn+1 (ou tout au moins une partie d'entre eux), et de rempla
er la minimisationsur le segment Seg[ eDn;Dn+1℄ intervenant dans ODA par une minimisation sur le simplexeformé par les (Di)0�i�n+1. Nous avons baptisé l'algorithme ainsi obtenu par l'a
ronymeEDIIS pour Energy Dire
t Inversion in the Iterative Subspa
e :8>>>>>><>>>>>>: F ( eDn)Cn+1 = SCn+1En+1CTn+1SCn+1 = INpDn+1 = Cn+1CTn+1eDn+1 = arg inf(EHF ( eD); eD = n+1Xi=0 
iDi; 0 � 
i � 1; n+1Xi=0 
i = 1) : (29)Cet algorithme s'inspire de l'algorithme DIIS dont il a été fait mention 
i-dessus à 
e
i prèsque dans DIIS les 
oe�
ients n
opti o sont obtenus en minimisant le résidu




n+1Xi=0 
i[F (Di);Di℄




2sous la 
ontrainte n+1Xi=0 
i = 1 (dans DIIS l'extrapolation - i.e. les 
ombinaisons linéaires non
onvexes des Di - est théoriquement autorisée mais on 
onstate en pratique que DIIS n'este�
a
e que lorsque les 
ombinaisons linéaires sont 
onvexes).Les tests numériques montrent que l'algorithme EDIIS 
onverge plus vite que ODA maissouvent moins vite que DIIS. En revan
he, il arrive fréquemment que DIIS 
onverge versune mauvaise solution (un minimum lo
al non global, voire un point selle) ou ne 
onvergepas, alors que EDIIS 
onverge in
onditionnellement vers un minimum lo
al. Notons quel'analyse numérique de l'algorithme DIIS (défaut de 
onvergen
e dans 
ertains 
as, rapiditédans d'autres 
as) reste à faire. 19



Combinaison de diverses stratégiesAve
 Konstantin Kudin et Gustavo S
useria, nous avons proposé dans [e
21℄ un algorithme�boîte noire� (l'utilisateur n'a pas de paramètres à ajuster) qui 
onverge rapidement versun minimum lo
al quel que soit le point de départ D0, et qui 
onverge en pratique vers 
equi semble être un minimum global dans tous les 
as testés jusqu'à présent. L'idée 
onsisteà jongler au 
ours des itérations entre� l'algorithme EDIIS qui assure la 
onvergen
e ;� l'algorithme DIIS qui assure la rapidité.Cet algorithme est l'algorithme par défaut dans la dernière version du logi
iel Gaussian,sortie en 2003.1.2 Résolution numérique du modèle de Kohn-ShamLe problème éle
tronique (6) est du typeE(V ) = inf fh ;HV  i;  2 H; k kL2 = 1g (30)HV = H1 + NXi=1 V (xi)H1 = � NXi=1 12�xi + X1�i<j�N 1jxi � xj j (31)pour V (x) = � MXk=1 zkjx� �xkj .Un 
al
ul simple montre que (30) peut être ré
rit sous la formeE(V ) = inf �FLL(�) + ZIR3 �V; � 2 IN� (32)où IN = f�; 9 2 H; k kL2 = 1; � = �g� désignant la densité asso
iée par la formule (5) à la fon
tion d'onde  , et où la fon
-tionnelle FLL(�), dite de Levy-Lieb, est dé�nie pour tout � 2 IN parFLL(�) = inf fh ;H1 i;  2 H; k kL2 = 1; � = �g :On 
onnaît une 
ara
térisation très simple de l'ensemble IN . En e�et [42℄ :IN = �� � 0; p� 2 H1(IR3); ZIR3 � = N� : (33)En revan
he, on ne 
onnaît pas d'expression de FLL(�) exploitable en pratique.Il est possible de dé�nir une autre fon
tionnelle de la densité, 
onstruite non pas à partir desétats purs mais à partir des états mixtes, qui jouit de meilleures propriétés mathématiquesque la fon
tionnelle de Levy-Lieb [42℄. Un état pur est un état dé�ni par une fon
tiond'onde  2 FN = f 2 H; k kL2 = 1g. On asso
ie à un état pur  l'opérateur densité àN 
orps dé�ni par �N = j ih j20



(�N est le proje
teur orthogonal sur IR pour le produit s
alaire L2). La densité �(x) etla matri
e densité réduite 
1(x; y) asso
iées à l'état pur  sont données par�(x) = N ZIR3(N�1) j (x; x2; � � � ; xN )j2 dx2 � � � dxN ;
1(x; x0) = N ZIR3(N�1)  (x; x2; � � � ; xN ) (x0; x2; � � � ; xN ) dx2 � � � dxN :Les états mixtes sont dé
rits par des opérateurs densité�N = +1Xi=1 pi j iih ij; 0 � pi � 1; +1Xi=1 pi = 1;  i 2 FN ; (34)qui sont des 
ombinaisons linéaires 
onvexes d'opérateurs densité asso
iés à des états purs.Notons DN l'ensemble des opérateurs densité asso
iés à des états mixtes ; DN est l'enve-loppe 
onvexe de l'ensemble des opérateurs densité asso
iés à des états purs. La densité�(x) et la matri
e densité réduite 
1 asso
iées à l'opérateur � dé�ni par (34) sont dé�niesrespe
tivement par �(x) = +1Xi=1 pi �i(x)et 
1(x; x0) = +1Xi=1 pi 
i1(x; x0) (35)où �i(x) et 
i1(x) sont la densité et la matri
e densité réduite asso
iées à  i. Par linéaritéTr (�) = 1; Tr (H1�) = +1Xi=1 pih i;H1 ii; Tr (HV �) = +1Xi=1 pih i;H1 ii+ ZIR3 �V:On a don
 d'une part E(V ) = inf fTr (HV �); � 2 DNg ;et d'autre part n� 2 L1(IR3); 9� 2 DN de densité �o = IN :Il en résulte que E(V ) = inf �FL(�) + ZIR3 �V; � 2 IN� (36)où la fon
tionnelle de la densité FL(�) dite de Lieb est dé�nie parFL(�) = inf fTr (H1�); � 2 DN de densité �g :La théorie de la fon
tionnelle de la densité permet ainsi de ramener le problème de minimi-sation (6) à la minimisation d'une fon
tionnelle sur IN , 
e qui semble plus à la portée desmoyens de 
al
ul disponibles. Le problème, 
'est qu'on ne 
onnaît pas d'expression des fon
-tionnelles FLL(�) ou FL(�) pour � 2 IN qu'on puisse utiliser en pratique pour mener à bienles 
al
uls. A l'heure a
tuelle, on ne dispose que de 
ritères qualitatifs qu'on sait véri�és par
es fon
tionnelles [11, 21℄ et de plusieurs approximations de 
es fon
tionnelles satisfaisant
ertains de 
es 
ritères. Ces approximations reposent sur des évaluations exa
tes (ou dumoins très pré
ises) de la fon
tionnelle de la densité d'un système de référen
e �pro
he� dusystème exa
t de N éle
trons en intera
tion :� dans les modèles de type Thomas-Fermi, le système de référen
e est le gaz homogèned'éle
trons ; 21



� pour les modèles de type Kohn-Sham, le système de référen
e est un système de Néle
trons sans intera
tion (mais obéissant toujours à la statistique de Fermi).On se fo
alisera i
i sur les modèles de Kohn-Sham qui sont bien supérieurs aux modèlesde Thomas-Fermi et qui sont de très loin les plus utilisés à l'heure a
tuelle.La fon
tionnelle de la densité d'un système de N éle
trons sans intera
tion est obtenue enremplaçant l'Hamiltonien H1 du système réel (formule (31)) par l'HamiltonienH0 = � NXi=1 12�xi :L'analogue de la fon
tionnelle de Levy-Lieb est alors la fon
tionnelle de Kohn-ShamTKS(�) = inf fh ;H0 i;  2 FN ;  de densité �g : (37)Le point important est que si � appartient à l'ensembleRN = (�; 9V 2 L3=2 + L1 tel que inf (h ; NXi=1 ��12�xi + V (xi)�! i;  2 FN)est atteint en un 
ertain  de densité ��; (38)(37) devientTKS(�) = inf (12 NXi=1 ZIR3 jr�ij2; �i 2 H1(IR3); ZIR3 �i�j = Æij ; NXi=1 �2i = �) : (39)Notons que le potentiel V apparaissant dans (38) peut s'interprèter 
omme le multipli
ateurde Lagrange de la 
ontrainte NXi=1 �2i = �. La formule (39) se prète bien au 
al
ul numérique ;malheureusement, les minimiseurs de (32) ne sont pas né
essairement dans RN (voir [42℄).Dans le modèle de Kohn-Sham, on utilise 
ependant la forme (39) pour tous les � 2 IN .Cet abus peut être évité si on utilise la fon
tionnelle de Lieb asso
iée à l'Hamiltonien H0.On dé�nit la fon
tionnelle d'énergie 
inétique de Janak parTJ(�) = inf fTr (H0�); � 2 DN ; � de densité �g :Il s'avère que� pour tout opérateur densité �Tr (H0�) = ZIR3 ��12�x
1(x; x0)�����x=x0 dxoù 
1 est la matri
e densité réduite asso
iée à � selon (35) ;� l'ensemble des matri
es densité réduites issues d'un élément de DN est 
onnu ; 
'est(
1(x; x0) = +1Xi=1 ni�i(x)�i(x0); �i 2 H1(IR3); ZIR3 �i�j = Æij ; 0 � ni � 1; +1Xi=1 ni = N) :Soulignons qu'on ne 
onnaît pas d'équivalent à 
e résultat si on se restreint aux étatspurs. 22



La fon
tionnelle d'énergie 
inétique de Janak s'é
rit don
TJ(�) = inf (12 NXi=1 ni ZIR3 jr�ij2; �i 2 H1(IR3); ZIR3 �i�j = Æij;0 � ni � 1; +1Xi=1 ni = N; +1Xi=1 nij�ij2 = �) :Les fon
tionnelles TKS(�) et TJ(�) sont sus
eptibles de fournir de bonnes approximationsde l'énergie 
inétique d'un système de N éle
trons en intera
tion de densité �. En outre,l'énergie de Coulomb J(�) = 12 ZIR3 ZIR3 �(x) �(y)jx� yj dx dyqui représente l'énergie éle
trostatique d'une distribution de 
harge 
lassique de densité �
onsitue une estimation de l'énergie d'intera
tion d'un système de N éle
trons de densité �.Les erreurs 
ommises sur l'énergie 
inétique et sur l'énergie d'intera
tion sont rassembléesdans une fon
tionnelle appelée fon
tionnelle d'é
hange-
orrélation, dé�nie parEx
(�) = FLL(�)� TKS(�)� J(�);ou Ex
(�) = FL(�)� TJ(�)� J(�);selon les 
hoix de F et T retenus (état purs ou états mixtes).Dans le premier 
as et à 
ondition de supposer que le minimiseur du problème (32) estdans RN , on peut rempla
er (32) par le modèle de Kohn-ShamE(V ) = inf (12 NXi=1 ZIR3 jr�ij2 + ZIR3 �V + 12 ZIR3 ZIR3 �(x)�(y)jx� yj dx dy +Ex
(�);�i 2 H1(IR3); ZIR3 �i�j = Æij� ; (40)où � = NXi=1 j�ij2. Après dis
rétisation dans une base d'orbitales atomiques f��g1���Nb , onobtient inf nEKS(D); D 2 Po (41)ave
EKS(D) = Tr (hD) + 12Tr (J(D)D) +Ex
(D); et Ex
(D) = Ex
0� NbX�;�=1D������1A :En revan
he, au
une hypothèse de représentabilité n'est né
essaire ave
 les états mixtes :le modèle de Kohn-Sham étenduE(V ) = inf (12 +1Xi=1 ni ZIR3 jr�ij2 + Z �V + 12 ZZIR3�IR3 �(x)�(y)jx� yj dx dy +Ex
(�)�i 2 H1(IR3); ZIR3 �i�j = Æij ; 0 � ni � 1; +1Xi=1 ni = N) ; (42)ave
 � = +1Xi=1 nij�ij2 est une simple reformulation du problème (36).23



La mé
onnaissan
e des fon
tionnelles FLL(�) et FL(�) est don
 reportée sur le terme 
or-re
tif Ex
(�) qui ne représente qu'environ 10 % de l'énergie totale. Pour 
ette raison, lesmodèles de type Kohn-Sham utilisés en pratique, dans lesquels on rempla
e la fon
tionnelleEx
(�) exa
te par une approximation, donnent de bien meilleurs résultats que les modèlesdans lesquels on 
her
he à appro
her dire
tement les fon
tionnnelles FLL(�) ou FL(�).Notons que la 
onstru
tion d'approximations de la fon
tionnelle d'é
hange-
orrélation esten
ore à l'heure a
tuelle un domaine de re
her
he a
tif (voir à 
e propos la se
tion 1.3).En utilisant la même approximation de Galerkin que pour le modèle de Kohn-Sham, onobtient IEKS = inf nEKS(C�CT ); C 2M(Nb; Nb); CTSC = IN ;� = Diag(n1; � � � ; nNb); 0 � ni � 1; Tr (�) = Ng : (43)Les équations d'Euler-Lagrange du problème (43) s'é
rivent après diagonalisation de lamatri
e des multipli
ateurs de Lagrange des 
ontraintes ZIR3 �i�j = Æij sous la forme8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
FKS(D)C = SCE; E = Diag(�1; � � � ; �Nb)CTSC = INbD = C�CT ; � = Diag(n1; � � � ; nNb)ni = 0 si �i > �Fni = 1 si �i < �F0 � ni � 1 si �i = �FNbXi=1 ni = N:Le réel �F , appelé niveau de Fermi, peut être interprété 
omme le multipli
ateur de La-grange de la 
ontrainte Tr (�) = N . Il s'ensuit que pour tout point 
ritique de (43), lesorbitales qui sont au dessus du niveau de Fermi sont vide, 
elles qui sont au dessous duniveau de Fermi sont totalement o

upées, et 
elles qui sont pré
isément au niveau deFermi peuvent être partiellement o

upées.Bien que supérieur au modèle de Kohn-Sham d'un point de vue théorique, le modèle deKohn-Sham étendu n'est guère utilisé à l'heure a
tuelle 
ar les algorithmes de résolutionde (43) implémentés dans les 
odes existants ont de très mauvaises propriétés de 
onver-gen
e (ils sont basés sur une re
her
he alternée des orbitales (matri
e C) et des nombresd'o

upation (matri
e �)).Dans [e
15℄, j'ai proposé de 
ontourner 
ette di�
ulté en travaillant sur une formulationde (43) qui ne fait intervenir que la matri
e D = C�CT ; on voit en e�et queIEKS = inf nEKS(D); D 2 ePNo : (44)On retrouve ainsi un problème de minimisation posé sur l'ensemble 
onvexe ePN (dé�ni par(26)). Si on applique la méthode de relaxation des 
ontraintes au problème de Kohn-Sham(41), on obtient le problème de Kohn-Sham étendu. Relaxer les 
ontraintes n'est don
 plus
omme dans le 
adre Hartree-Fo
k une te
hnique numérique pour améliorer la 
onvergen
edes algorithmes mais donne lieu à une amélioration du modèle. Dans la plupart des 
as, lesorbitales obtenues à la 
onvergen
e sont soit vides (ni = 0) soit totalement o

upées (ni =1) ; on retrouve alors une solution du modèle de Kohn-Sham usuel d'énergie souvent plusbasse que 
elles obtenues par les algorithmes usuels (DIIS en parti
ulier). Dans 
ertains 
as
ependant, on observe que la solution du modèle (44) est un état 
omportant des orbitales24



partiellement o

upées. Par exemple (voir [e
15℄), le niveau de Fermi du dimère Pd2 pourla fon
tionnelle d'é
hange-
orrélation X� [65℄ est de quatre et les nombres d'o

upationsont environ égaux à 0:92, 0:92, 0:72 et 0:46. On 
onstate que lorque le fondamental Kohn-Sham étendu possède des orbitales partiellement o

upées, la 
onvergen
e de l'ODA estextrêmement lente. Ave
 K. Kudin, G. S
useria et G. Turini
i, nous avons mis au point unalgorithme de type Hessien réduit qui assure dans tous les 
as une 
onvergen
e quadratiquevers une solution du modèle de Kohn-Sham étendu lorsqu'on se trouve dans le voisinaged'un minimum lo
al. Cet algorithme est dé
rit dans [e
22℄.1.3 Potentiel e�e
tif optimiséLa validité d'un modèle de type Kohn-Sham (40) ou (42) dépend ex
lusivement de laqualité de la fon
tionnelle d'é
hange-
orrélation appro
hée Ex
(�) utilisée dans 
e modèle.A�n d'aller au-delà des approximations usuelles, dont la 
onstru
tion repose sur le mo-dèle du gaz uniforme d'éle
trons (lo
al density approximation LDA, generalized gradientapproximations GGA, voir [e
30℄, se
tion 15), sont apparues depuis quelques années desfon
tionnelles d'é
hange-
orrélation qui ne sont pas de simples fon
tions expli
ites de ladensité � et de ses dérivées, mais dont la forme fait intervenir les orbitales de Kohn-Sham.Les fon
tionnelles hybrides (dont la très populaire fon
tionnelle B3LYP [8℄) sont ainsi obte-nues en 
ombinant une fon
tionnelle d'é
hange expli
ite en � et la fon
tionnelle d'é
hangeHartree-Fo
k exa
te dé�nie, 
onformément à l'expression (11) de l'énergie de Hartree-Fo
k,par �12 ZIR3 ZIR3 j�(x; y)j2jx� yj dx dyoù �(x; y) = NXi=1 �i(x)�i(y) est la matri
e densité réduite asso
iée aux orbitales de Kohn-Sham. Ces fon
tionnelles semblent donner de bien meilleurs résultats que les fon
tionnellesLDA ou GGA [8℄.D'autres auteurs [26, 38℄ ont obtenu des résultats très prometteurs en introduisant dansleurs fon
tionnelles le �potentiel lo
al d'é
hange Hartree-Fo
k� qui est le potentiel lo
al(i.e. multipli
atif) Vxl qui permet de ré
rire �au mieux� les équations de Hartree-Fo
k (13)sous la forme 8>><>>: �12��i + V �i + ��� ? 1jxj��i + Vxl�i = �i�iZIR3 �i�j = Æij (45)où les �i sont les N plus petites valeurs propres de l'opérateur �12� +W ,W = V + ��� ? 1jxj�+ Vxldésignant le potentiel e�e
tif lo
al. Remarquons que si la fon
tionnelle Ex
 est di�érentiablepar rapport à �, les équations d'Euler-Lagrange du modèle de Kohn-Sham (40) s'é
riventsous la forme 
i-dessus ave
 Vxl = �Ex
�� . C'est 
ette remarque qui justi�e l'introdu
tion dela formulation (45). Le fait d'imposer aux �i d'être les N plus petites valeurs propres del'opérateur �12�+W est inspiré du prin
ipe Aufbau (voir se
tions 1.1 et 1.2) qui n'est pasprouvé pour les modèles de Kohn-Sham (40) mais l'est pour les modèles de Kohn-Shamétendus (42). 25



La dé�nition du potentiel lo
al d'é
hange Hartree-Fo
k est rendue plus pré
ise par l'intro-du
tion du problème d'optimisationJOEP = inf nEHF (�); � = f�ig1�i�N 2 WN tel que (46)(a) il existe un potentiel W tel que 81 � i � N ,� 12��i +W�i = �i�i;(b) �1 � � � � � �N sont les N plus petites valeurs propres de � 12� +W�où WN est dé�ni 
omme pré
édemment par (8). Un potentiel W solution de (46) estappelé un Optimized E�e
tive Potential (OEP). Le problème (46) a été introduit en 1976par Talman et Shadwi
k [66℄.Remarquons que dans la formulation (46), il n'est pas pré
isé dans quel espa
e fon
tionnelvit le potentiel W . Le problème vient du fait qu'au
un 
hoix raisonnable (par exempleW 2 L3=2(IR3)+L1(IR3)) ne semble permettre de borner les suites minimisantes (Wn)n2N .Il est intéressant (et rassurant) de 
onstater que les tentatives de résolution numérique duproblème (46) se heurtent au même genre de di�
ultés : quand on utilise une méthode deGalerkin et qu'on développe les �i et W dans des bases �nies 
omme suggéré dans [69℄, on
onstate que le résultat n'est pas stable lorsqu'on ra�ne la dis
rétisation.Ave
 Adel Ben Haj Yedder et Claude Le Bris, nous avons essayé de 
ontourner la di�
ultéen é
rivant une formulation �a�aiblie� de (46) dans laquelle n'apparaît plus expli
itementle potentiel W . Pour 
e faire 
ommençons par remarquer que si les �i véri�ent�12��i +W�i = �i�i (47)pour un 
ertain potentiel W su�samment régulier, on a pour tout 2 � i � N�i��1 � �1��i = 
i �1�i (48)ave
 
i = 2(�i � �1): (49)Par ailleurs, un 
al
ul simple montre que si �i véri�e (47) alors8 2 D(IR3); h��12� +W � �i� (�i ); (�i )iH�1;H1 = 12 ZIR3 �2i jr j2: (50)Si on suppose que �1 � �2 � � � � �N sont les N plus petites valeurs propres de l'opérateur�12� +W , on obtient pour tout 1 � i � N � 18 2 D(IR3); ZIR3 �2i jr j2 = 2 h��12� +W � �i� (�i ); (�i )iH�1;H1� 20� iXj=1(�j � �i)�ZIR3(�i )�j�2+(�i+1 � �i)0�ZIR3(�i )2 � iXj=1�ZIR3(�i )�j�21A1A :
26



D'où en utilisant les notations (49) ave
 la 
onvention 
1 = 0, on obtient les inégalités8 2 D(IR3); ZIR3 �2i jr j2 � iXj=1(
j � 
i)�ZIR3 �i�j �2 (51)+(
i+1 � 
i)0�ZIR3(�i )2 � iXj=1�ZIR3 �i�j �21Apour tout 1 � i � N � 1. Les relations (48) et (51) ne font plus intervenir expli
itement lepotentiel W . En outre, si on impose que les 
oe�
ients 
i sont positifs et les fon
tions �iorthonormées pour le produit s
alaire L2, 
es deux relations traduisent au moins formel-lement le fait que �1, �2, � � �, �N sont N ve
teurs propres de l'opérateur �12� +W ave
W = ��12�1 asso
iés aux N plus petites valeurs propres. En e�et, on retrouve formellement(47) à partir de (48) en posant �1 = 0 et �i = 
i. Remarquons que pour W su�sammentrégulier, par exemple W 2 L3(IR3)+L1(IR3), la valeur propre fondamentale �1 de l'opéra-teur �12�+W est non dégénérée et le fondamental �1 est dans H2(IR3) et est stri
tementpositif (ou stri
tement négatif) sur IR3. Dans 
e 
as, les formulations (47) et (48) sontalors rigoureusement équivalentes. Notons �1 � �2 � � � � les valeurs propres de �12�+W
omptées ave
 leur multipli
ité (on suppose dans 
e raisonnement formel que l'opérateur�12� +W a un spe
tre purement dis
ret) et (	1;	2; � � �) une base hilbertienne de L2 deve
teurs propres asso
iés. En faisant tendre  vers 	1=�1 dans la relation (51) pour i = 1et en utilisant (50), on obtient2(�1 � �1) � 
2  1� �ZIR3 	1�1�2! � 0;d'où il résulte que �1 = �1 est la valeur propre fondamentale de �12�+W . Sans perte degénéralité, on peut supposer que 	1 = �1. De même, en faisant tendre  vers 	2=�1 dansla relation (51) pour i = 1, il vient2(�2 � �1) � 
2  1� �ZIR3 	2�1�2! = 2(�2 � �1)puisque �1 = 	1 est orthogonal à 	2. Don
 �2 � �2, 
e qui implique né
essairement que�2 = �2 puisque �2 est orthogonal à �1. En faisant tendre  vers 	3=�2 dans la relation(51) pour i = 2, on montre que �3 = �3 et ainsi de suite.Cette analyse nous a 
onduit à introduire en rempla
ement de (46) le problèmegJOEP = inf nEHF (�); � = f�ig1�i�N 2 WN (52)il existe N � 1 réels positifs 
2, 
3, � � �, 
N tels queles relations (48) soient satisfaites pour tout 2 � i � N etles inégalités (51) soient satisfaites pour tout 1 � i � N � 1g :Pour N = 2 et V (x) = � Zjxj ave
 Z � 2 (atome neutre ou ion positif), nous avons puprouver les résultats suivants : 27



Théorème 3 Le problème (52) admet un minimiseur (�1; �2).Théorème 4 Si on se restreint aux 
ouples de fon
tions (�1; �2) radiales, une solutiondes équations de Hartree-Fo
k8>><>>: �12��i + V �i + �� ? 1jxj��i � ZIR3 �(x; y)jx� yj�i(y) dyZIR3 �i�j = Æij (53)ave
 �(x; y) = �1(x)�1(y) + �2(x)�2(y), �(x) = �(x; x), ne peut pas satisfaire la relationde 
ommutation ��1�2 � �1��2 = 
�1�2: (54)En revan
he, il n'y a pas in
ompatibilité entre (53) et (54) pour les fon
tions non radiales.Théorème 5 Pour Z � 4, il existe un minimiseur (�1; �2) de (52) radial (on ne minimiseque sur les fon
tions �i radiales) tel que� 
 = nx 2 IR3; �(x) > 0o est un ouvert 
onnexe,� le potentiel W dé�ni parW = ������ �1��1 + �2��2 + 
�222� sur 
+1 sur IR3 n 
;est dans H�1(!) pour tout ! �� 
 ;� les produits W�1 et W�2 sont aussi dans H�1(!) pour tout ! �� 
, 
e qui permetde donner un sens au système8>>><>>>: �12��1 +W�1 = 0�12��2 +W�2 = 
2�2:Les 
on
lusions du Théorème 5 restent vraies pour Z = 2 ou Z = 3 s'il existe un minimiseurde (52) tel que la 
onstante 
 apparaissant dans (54) soit stri
tement positive.La preuve de 
e théorème, qui montre qu'une solution de (52) est en un 
ertain sensune solution de (46), utilise des arguments propres à la dimension 1 et ne peut don
malheureusement pas être transposée au 
adre non radial.D'un point de vue numérique, il est envisageable de re
her
her un Optimized E�e
tivePotentiel en résolvant le problème d'optimisation sous 
ontraintes (52). Nous souhaitonsexaminer 
ette possibilité dans les mois à venir.1.4 Interprétation des fon
tions d'ondes éle
troniquesConsidérons un état (stationnaire ou non) d'un système molé
ulaire à N éle
trons repré-sentés à l'instant t par une fon
tion d'onde  issue soit d'un 
al
ul Hartree-Fo
k auquel
as  est un déterminant de Slater, soit d'un 
al
ul post Hartree-Fo
k CASSCF ou CI(voir [e
30℄, se
tion 35) auquel 
as  est une somme �nie de déterminants de Slater : =XI2I 
I I :Plus pré
isément, une fon
tion d'onde multi-
on�gurationnelle est représentée à l'aide28



� de K > N orbitales molé
ulaires (�i)1�i�K véri�ant les 
onditions d'orthonormalité81 � i; j � K; ZIR3 �i�j = Æij :Une 
on�guration I est un sous-ensemble fi1; � � � ; iNg (ave
 i1 < i2 < � � � < iN ) dej[1;K℄j 
omportant N éléments ; le déterminant de Slater asso
ié à la 
on�guration Iest don
  I(x1; � � � ; xN ) = 1pN ! ����������� �i1(x1) � � � �i1(xN )� �� �� ��iN (x1) � � � �iN (xN )
������������ d'un 
hoix I de 
on�gurations parmi les  KN ! possibles et des poids (
I)I2I desdiverses 
on�gurations. Les 
on�gurations ( I)I2I étant orthonormales, il vientXI2I 
2I = 1:La fon
tion d'onde 
ontient toute l'information sur l'état éle
tronique du système molé-
ulaire mais en fournit une des
ription très éloignée de la représentation traditionnelle,qui fait intervenir les 
on
epts de 
ou
hes éle
troniques, de liaisons 
ovalentes (simples,doubles, triples), de liaisons ioniques, de liaisons faibles (intera
tions de Van der Waals),de paires libres d'éle
trons, ... Or 
'est pré
isément en 
e fondant sur 
ette représentationtraditionnelle que s'est développée (ave
 une réussite in
onstestable !) la 
himie du XXesiè
le. Il me semble intéressant d'essayer de jeter un pont entre la des
ription quantique etla représentation traditionnelle des stru
tures éle
troniques pour au moins deux raisons :1. la première est de tenter d'apporter une justi�
ation théorique mieux fondée aux
on
epts un peu �ous mais extrêmement e�
a
es de liaison 
himique, de paire libre, ...2. la deuxième est de fournir aux 
himistes non quanti
iens (soit à 95% des 
himistes) unoutil leur permettant de mieux appréhender les résultats des simulations numériquesab initio, a�n d'en fa
iliter l'interprétation et l'exploitation.Les tentatives visant à identi�er les domaines de l'espa
e où se 
on
entraient préférentiel-lement les éle
trons et à asso
ier à 
es domaines une signi�
ation �
himique� (lo
alisationd'une liaison, d'une 
ou
he éle
tronique de 
÷ur, ...) ont essentiellement été fondées surl'analyse de la densité éle
tronique (
'est notamment le 
as de la méthode ELF [64℄). Orla densité �(x) serait une observable pertinente pour répondre à 
ette question si on avaita�aire à des parti
ules 
lassiques indépendantes, mais pas pour des éle
trons qui sontdes parti
ules quantiques en intera
tion. Considérons en e�et un petit volume ! � IR3et notons p�(!) la probabilité pour qu'au même instant ! renferme � parti
ules. Dansles deux 
as (parti
ules 
lassiques indépendantes ou parti
ules quantiques en intera
tion),p1(!) ' Z! � mais en revan
he, p2(!) ' p1(!)2 s'exprime en fon
tion de � s'il s'agit departi
ules 
lassiques indépendantes, alors que p2(!) << p1(!)2 n'est plus une fon
tion de� pour des éle
trons en intera
tion.En e�et deux éle
trons ont une très faible probabilité de se trouver en même temps dansune même petite zone de l'espa
e 
ar d'une part l'intera
tion 
oulombienne les maintientà distan
e (on parle de trou de Coulomb), et 
ar d'autre part deux fermions (en fait29



uniquement 
eux de même spin) ne peuvent être au même endroit de l'espa
e (on parle detrou de Fermi) puisque la propriété d'antisymétrie de la fon
tion d'onde impose8x 2 IR3; j (x; x; x3; � � � ; xN )j2 = 0 pour tout (x3; � � � ; xN ) 2 IR3(N�2):Par ailleurs, l'intérêt d'étudier la distribution des éle
trons dans un système molé
ulaire àl'aide des probabilités p�(
) plut�t qu'à l'aide de la densité � peut se 
omprendre à partird'un exemple simple : 
omparons les stru
tures éle
troniques de la 
on�guration stable dela molé
ule H �H (liaison 
ovalente) ave
 
elle de sa forme ionique H+ ���H� (�gure 2).Les fon
tions d'onde de 
es deux systèmes sont du type H�H = j1g1di  H+���H� = 1p2 (j2gi + j2di)
Ω g Ω d

H+ H −

Ω g Ω d

H H− +

Fig. 2 � Con�gurations H+ ���H� et H� ���H+ en résonan
e.Cela signi�e qu'il y a �un éle
tron à gau
he et un éle
tron à droite� dans la stru
ture
ovalente H �H alors qu'il y a ou bien deux éle
trons à gau
he ou bien deux éle
trons àdroite dans la forme ionique (les stru
tures �deux éle
trons à gau
he� et �deux éle
trons àdroite� sont en résonan
e). Les 
artes de densité des deux stru
tures sont 
ertes di�érentesmais voisines. En revan
he, les probabilités de trouver 0, 1 ou 2 éle
trons dans le demi-espa
e gau
he 
g (et de façon symétrique dans le demi-espa
e droite 
d) sont radi
alementdi�érentes. On a en e�et� pour la stru
ture H �Hp0(
g) ' 1=4; p1(
g) ' 1=2; p2(
g) ' 1=4;� pour la stru
ture H+ ���H�p0(
g) ' 1=2; p1(
g) ' 0; p2(
g) ' 1=2:L'idée d'analyser les distributions éle
troniques à l'aide des probabilitésp�(
) =  N� !Z
� dx1 � � � dx� Z(IR3n
)N�� dx�+1 � � � dxN j	(x1; � � � ; xN )j2a été exploitée ré
emment par Andreas Savin. Il l'a mise en ÷uvre dans le 
adre atomiquepour 
 = BR où BR est la boule de rayon R 
entrée sur le noyau atomique et pourdes fon
tions d'onde issues de 
al
uls Hartree-Fo
k [58℄. Il a 
onstaté que les maximades fon
tions R 7! p�(BR) étaient plus piqués pour les valeurs de � 
orrespondant auremplissage des 
ou
hes éle
troniques introduites dans la représentation traditionnelle. Ila en outre remarqué que le 
onstraste était a

entué si on 
onsidérait les fon
tions R 7!30



p�(BR)�pind� (BR) où pind� (
) désigne la probabilité de trouver � éle
trons dans 
 
al
uléeen supposant que les éle
trons sont indépendants :pind� (
) =  N� ! (b(
))� (1� b(
))N�� ; (55)ave
 b(
) = 1N Z
 � , � désignant 
omme toujours la densité éle
tronique asso
iée à lafon
tion d'onde  par la formule (5). Il était don
 naturel de 
onsidérer les domaines del'espa
e IR3 
orrespondant à des maxima lo
aux des 
ritères
 7! J�(
) = p�(
)� pind� (
)pour 0 � � � N , a�n de voir si on pouvait leur donner une interprétation �
himique�.L'extension du travail d'Andreas Savin au 
as molé
ulaire posait deux problèmes :� les formules utilisées dans [58℄ pour le 
al
ul de p�(
) pour � et 
 donnés avaientune 
omplexité 
ombinatoire par rapport au nombre d'éle
trons N , 
e qui limitaiten pratique leur utilisation aux système 
omportant une dizaine d'éle
trons au maxi-mum ;� la re
her
he des maxima lo
aux de J�(
) né
essitait la mise en ÷uvre de te
hniquesd'optimisation de forme en 3D.Evaluation du 
ritèreJ'ai apporté une solution au premier problème en établissant des formules de 
al
ul dep�(
) dont la 
omplexité algorithmique est en N3 pour les fon
tions d'onde mono dé-terminantales issues de 
al
ul Hartree-Fo
k et en N2
 N4 pour les fon
tions d'onde multi-
on�gurationnelles, N
 = Card I désignant le nombre de 
on�gurations.Ces formules reposent sur la remarque suivante (l'idée de la preuve est dans [e
25℄) :NX�=0 p�(
) t� = XI;J2I 
I 
J det�SIJ(
)t+ SIJ(IR3 n 
)� (56)où pour deux 
on�gurations I = (i1; � � � ; iN ) et J = (j1; � � � ; jN )SIJ(
) = 0BBBBBBBB�
Z
 �i1�j1 � � � Z
 �i1�jN� �� �� �Z
 �iN�j1 � � � Z
 �iN�jN

1CCCCCCCCA :Remarquons que de par l'orthonormalité L2 des �k,hSIJ(IR3 n 
)ikl = Æikjl � [SIJ(
)℄kl :Dans le 
as où  est un déterminant de Slater, on a don
NX�=0 p�(
) t� = det (S(
)t+ (IN � S(
)))31



ave
 [S(
)℄ij = Z
 �i�j, d'où dé
oule l'expression8t 2 IR; NX�=0 p�(
) t� = NYk=1 ((t� 1)�k(
) + 1) ; (57)dans laquelle les �k(
) désignent les valeurs propres de S(
). On voit alors que les p�(
)peuvent être obtenus à l'aide des formules de ré
urren
e suivantes :80 � � � N; p�(
) = aN� (58)où les (akj )0�k�N; 0�j�k sont dé�nis para00 = 1; and for 1 � k � N 8><>: ak0 = �kak�10akj = �k ak�1j�1 + �kak�1j ; 1 � j � k � 1akk = �k ak�1k�1 (59)ave
 81 � k � N; �k = 1� �k(
) and �k = �k(
): (60)Les étapes limitantes du 
al
ul sont alors l'assemblage de la matri
e S(
) (étape en N2mais ave
 un préfa
teur élevé) et sa diagonalisation (étape en N3 mais ave
 un faiblepréfa
teur).Dans le 
as multi-
on�gurationnel, les matri
es SIJ(
) et SIJ(IR3 n 
) ne 
ommutentpas sauf si I = J , et il faut don
 utiliser (par exemple) une méthode d'intégration parpolyn�mes orthogonaux pour obtenir les 
oe�
ients p�(
) à partir de l'expression (56).Cette pro
édure né
essite pour tout 
ouple I 6= J O(N4) opérations (O(N) évaluationsd'une fon
tion dé�nie par le déterminant d'une matri
e N �N).Pour optimiser la géométrie de 
 de façon à maximiser J�(
) pour � �xé, on peut utiliserune méthode de level-set [59℄. Rappelons-en brièvement le prin
ipe.Dérivée de formeConsidérons une fon
tion 
 7! J(
) dé�nie (par exemple) sur l'ensemble des ouvertsbornés de IR3 à valeurs dans IR. Considérons maintenant un ouvert borné de référen
e 
 etl'ensemble des ouverts bornés 
� = (I+�)
 où I désigne l'identité et où � 2W 1;1(IR3; IR3)est su�samment petit pour que I + � soit un di�éomorphisme. Pour k�kW 1;1 << 1, 
�est une �petite déformation� de 
. On dit que la fon
tion J admet une dérivée de formeen 
 si la fon
tion � 7! J(
�), qui est don
 dé�nie sur un voisinage ouvert de 0 dansW 1;1(IR3; IR3) est dérivable au sens de Fré
het en � = 0. Toutes les fon
tions de formequ'on 
onsidére i
i (les SIJ , les p� , les pind� et les J�) admettent une dérivée de forme. Pourdes ouverts 
 su�samment réguliers, on peut montrer que si J admet une dérivée de formeen 
, il existe une fon
tion dé�nie sur �
 à valeurs dans IR, qu'on notera i
i �J�
 telle queJ(
�) = J(
) + Z�
 �J�
(x) (�(x) � n(x)) dx+ o(�)où pour x 2 �
, n(x) désigne le ve
teur normal sortant. On voit qu'en 
hoisissant � telque 8x 2 �
; �(x) � n(x) = Æt �J�
(x)32




'est-à-dire en propageant l'interfa
e �
 à la vitesse normale �J�
 durant le pas de tempsÆt, on obtient J(
�) = J(
) + Æt Z�
 �����J�
(x)����2 dx+ o(Æt):Méthode des level setsPartant d'un ouvert borné régulier 
0, 
onsidérons la famille (
(t))t�0 dans laquelle leparamètre t joue le r�le du temps, obtenue en déplaçant l'interfa
e �
(t) selon le 
hampde vitesse ~v dé�ni par8(t; x) 2 IR+ � �
(t); ~v(t; x) = v(t; x)n(t; x); ave
 v(t; x) = �J�
(t) (x): (61)Si l'interfa
e �
(t) reste régulière au 
ours du temps, on peut donner un sens à 
ettedynamique, et on voit fa
ilement queddtJ(
(t)) = Z�
(t) ���� �J�
(t)(x)����2 dx � 0:On obtient ainsi une méthode de re
her
he des maxima lo
aux de J qui est l'analoguede la méthode de re
her
he des maxima lo
aux d'une fon
tion x 7! V (x) de IRn dans IR
onsistant à intégrer le système dynamiquedxdt = rV (x(t)):Il est 
ependant bien 
onnu qu'il est di�
ile de donner un sens à la dynamique dé�nie parle 
hamp de vitesse (61) à 
ause notamment des possibles 
hangements de topologie del'interfa
e (fusion de deux 
omposantes 
onnexes, séparation d'une 
omposante 
onnexeen plusieurs mor
eaux, ...).La méthode des level set permet de pallier 
ette di�
ulté. L'idée de base 
onsiste à regarderl'interfa
e �
(t) qui se dépla
e dans la 
hamp de vitesse (61) 
omme la surfa
e de niveauà l'instant t d'une 
ertaine fon
tion u(x; t) véri�ant8><>: u(x; t) = 0 si x 2 �
(t)u(x; t) < 0 si x 2 
(t)u(x; t) > 0 si x 2 IR3 n 
(t): (62)Comme pour tout (t; x) 2 IR+ � �
(t), n(t; x) = ru(x; t)=jru(x; t)j, il faut, pour quel'interfa
e se dépla
e selon le 
hamp de vitesse (61), imposer la relation8(t; x) 2 IR+ � �
(t); �u�t (t; x)� v(t; x)jru(t; x)j = 0:Soit �(t; x) une extension dé�nie sur tout IR+�IR3 du 
hamp v(t; x) dé�ni sur IR+��
(t) ;on peut prouver pour des 
as simples que si �(t; x) est bien 
hoisi la solution u(t; x) del'équation d'Hamilton-Ja
obi �u�t � �jruj = 0ave
 pour 
ondition initiale u(0; x) = u0(x) = dist(x;
(0)) véri�e (62).En 
ollaboration ave
 Renaud Keriven j'ai en
adré le stage de DEA d'analyse numérique deFrançois Lodier16 qui a implémenté la méthode de level set dé
rite 
i-dessus pour 
al
uler16François Lodier e�e
tue a
tuellement une thèse au CERMICS sous la dire
tion d'Yves A
hdou, et
ontinue de travailler (à temps partiel) sur 
e projet.33



les maxima lo
aux des 
ritères J� pour les molé
ules linéaires dé
rites par des fon
tionsd'onde mono-déterminantales. Pour les molé
ules linéaires en e�et, un 
al
ul 2D su�t sion se restreint aux ouverts invariants par rotation autour de l'axe de la molé
ule.
H

B B

H

H

B

H

B

Fig. 3 � Optimisation de J2 pour trois 
ontours initiaux di�érents (image en haut à gau
he).Les images suivantes représentent les trois 
ontours après 100 pas de temps (en haut àdroite), 200 pas de temps (en bas à gau
he), et à la 
onvergen
e (en bas à droite).La �gure 3 reproduit un test numérique e�e
tué sur la molé
ule BH. Cette �gure synthétiseen fait le résultat de trois 
al
uls indépendants d'optimisation du 
ritère J2, e�e
tués pourtrois domaines initiaux di�érents. Le premier domaine (au mileu sur 
ha
une des quatre�gures) 
onverge vers une sphère légèrement applatie qu'on peut interpréter 
omme la zoneo

upée par les éle
trons de 
÷ur. Les deux autres domaines obtenus à la 
onvergen
e
orrespondent respe
tivement à la liaison 
ovalente BH (englobant l'atome H) et à la pairelibre (située �au dessous� de l'atome B). D'autres données initiales raisonables ont ététestées et 
onduisent toutes à l'un des trois maxima lo
aux déjà identi�és.34



Le point remarquable est que, bien que les trois 
al
uls aient été réalisés indépendemment,les domaines obtenus forment à peu de 
hoses près une partition de l'espa
e. Un 
om-portement similaire a été observé sur d'autres systèmes molé
ulaires (N2, LiF, BeO, CO,HCCH, ...).Les résultats obtenus en 2D sur des molé
ules simples sont très en
ourageants. Un 
ode delevel set 3D permettant de traiter des systèmes 
himiques plus 
omplexes et des fon
tionsd'ondes multi-
on�gurationnelles est en 
ours d'élaboration.2 Dynamique et 
ontr�le de pro
essus molé
ulairesPour des gaz peu denses, la 
onnaissan
e des états stationnaires des molé
ules qui le 
om-posent permet d'avoir a

ès à un 
ertain nombre de propriétés ma
ros
opique (
apa
ité
alori�que, spe
tre infrarouge, propriétés optiques, ...), soit dire
tement, soit en appliquantdes méthodes de perturbation au voisinage de 
es états stationnaires. Il en est de mêmepour les 
ristaux parfaits à température nulle, ou dans une 
ertaine mesure pour les molé-
ules solvatées dans le 
adre du modèle QM/CM (voir se
tion 3.2).Il est en revan
he né
essaire, ou du moins e�
a
e, de simuler la dynamique du système pour
al
uler la plupart des propriétés des phases 
ondensées à température �nie (notammentdes 
oe�
ients de transport, ou des paramètres 
inétiques de réa
tions 
himiques).Le modèle sous-ja
ent est alors l'équation de S
hrödinger dépendant du temps qui s'é
ritpour un système isolé 
omposé de M noyaux et de N éle
trons sous la formei�	�t = H	 (63)où 	(t) 2 M
k=1L2(IR3;Cj )
 N̂i=1L2(IR3;Cj ) est une fon
tion de norme L2 égale à 1ZIR3(M+N) j	(t; �x1; � � � ; �xM ;x1; � � � ; xN )j2 d�x1 � � � d�xM dx1 � � � dxN = 1et où H désigne l'Hamiltonien du système noyaux + éle
tronsH = � MXk=1 12mk��xk � NXi=1 12�xi � NXi=1 MXk=1 zkjxi � �xkj + X1�i<j�N 1jxi � xj j + X1�k;l�M zk zlj�xk � �xlj :Dans le 
as où le système est soumis à un 
hamp laser, un terme supplémentaire dé
rivantl'intera
tion entre le laser et le système molé
ulaire doit être introduit ; on obtient alorsl'équation i�	�t = H	� ~E(t) � ~D	 (64)où ~D désigne l'opérateur dipolaire éle
trique dé�ni par~D = MXk=1 zk �xk � NXi=1 xiet ~E(t) 2 IR3 le 
hamp éle
trique généré par le laser à l'instant t. Remarquons que dans 
emodèle, ~E ne dépend que de la variable de temps. Ce
i est justi�é par le fait qu'à l'é
helledu système molé
ulaire (quelques angströms) le 
hamp laser peut être 
onsidéré 
ommeuniforme en espa
e (la longueur d'onde d'un laser rouge est d'environ 7 000 angströms).35



La simulation d'une molé
ule soumise à un 
hamp laser se retrouve dans deux 
hampsd'appli
ations très a
tifs de la physique : la spe
tros
opie femtose
onde, qui 
onsiste àutiliser un laser femtose
onde pour observer les pro
essus molé
ulaires et le 
ontr�le parlaser qui 
her
he à orienter 
es pro
essus dans le sens souhaité ; le 
hamp laser ~E(t) jouealors le r�le de variable de 
ontr�le. Ces te
hniques ont été rendues possibles par la mise aupoint du laser femtose
onde [71℄ dont les temps de réponse sont du même ordre de gran-deur que les temps 
ara
téristiques des pro
essus molé
ulaires. Des méthodes de 
ontr�leoptimal ont été introduites dès 1988 dans des études théoriques [37, 52℄ puis ré
emmentdans des montages expérimentaux [4℄. Soulignons que 
ontrairement à la situation ren
on-trée dans la plupart des autres appli
ations du 
ontr�le optimal, il semble impossible de
ontr�ler l'évolution du système en bou
le fermée (feedba
k) puisque l'é
helle de temps estla femtose
onde, mais il est en revan
he possible de réaliser plusieurs milliers d'expérien
espar se
onde ave
 un même dispositif expérimental. La re
her
he du 
hamp laser optimalpeut ainsi être e�e
tuée en interfaçant une routine d'optimisation non pas seulement ave
un 
ode de simulation numérique d'un modèle dé
rivant l'expérien
e, mais aussi ave
 ledispositif expérimental lui-même (voir [e
31℄ pour plus de détails).Bien entendu, les équations (63) et (64) ne sont simulables dire
tement que pour dessystèmes de toute petite taille (typiquement l'atome d'Hydrogène pour lequel M = 1 etN = 1). Dans les autres 
as, il faut utiliser l'une des approximations dé
rites dans lase
tion 2.1 
i-après.La se
tion 2.2 présente un résultat théorique [e
14℄ 
on
ernant un modèle simple de
ont�le optimal des pro
essus molé
ulaires et la se
tion 2.3 synthétise des travaux nu-mériques [e
17, e
18, e
20℄ relatifs au 
ontr�le par laser de l'orientation d'une molé
ulelinéaire.En�n, la se
tion [e
23℄ 
on
erne la résolution numérique de l'équation de Gross-Pitaevskii.2.1 Dynamique des systèmes molé
ulairesCette se
tion dé
rit les approximations des équations de S
hrödinger (63) et (64) utiliséesdans les simulations numériques, ainsi que mes 
ontributions à l'analyse mathématique desmodèles qui en dé
oulent.Approximation adiabatiqueL'approximation adiabatique 
onsiste à 
onsidérer que les éle
trons s'adaptent instanta-nément aux positions des noyaux, 
e qui fait que 
es derniers évoluent dans le potentielmoyen W (�x1; � � � ; �xM ) = U(�x1; � � � ; �xM ) + X1�k<l�M zk zlj�xk � �xlj :En règle générale17, on suppose que les éle
trons sont dans leur état fondamental et Uest alors donné par (3). Comme dans le 
as stationnaire, il faut re
ourir à des approxima-tions pour 
al
uler U . Pour plus de 
larté, on adopte dans 
e qui suit l'approximation deHartree-Fo
k (se
tion 1.1) bien que 
e soit l'approximation de Kohn-Sham LDA (se
tion 1.2et [e
30℄, se
tion 15) qui soit la plus utilisée à l'heure a
tuelle.17On peut 
ependant e�e
tuer une dynamique adiabatique sur 
ha
une des surfa
es de Born-Oppenheimer, la k-ième surfa
e de Born-Oppenheimer étant dé�nie par la fon
tion(�x1; � � � ; �xM) 7! Uk(�x1; � � � ; �xM);où Uk(�x1; � � � ; �xM) désigne l'énergie du k-ième état ex
ité éle
tronique (le (k+1)-ième état propre fermio-nique de l'Hamiltonien Hf�xkg) pour les positions �x1; � � � ; �xM des noyaux.36



Pour 
al
uler le mouvement des noyaux dans le potentiel moyen W , on peut utiliser� le modèle de dynamique quantique adiabatique8>><>>: i� n�t = � MXk=1 12mk��xk n +W nW (�x1; � � � ; �xM ) = inf nEHF (f�xkg ; f�ig); � = f�ig1�i�N 2 WNo ; (65)dans lequel  n(t; �x1; � � � ; �xM ) désigne la fon
tion d'onde dé
rivant les noyaux ;� ou le modèle de dynamique quantique ab initio8><>: mk d2�xkdt2 (t) = �r�xkW (�x1(t); � � � ; �xM (t))W (�x1; � � � ; �xM ) = inf nEHF (f�xkg ; f�ig); � = f�ig1�i�N 2 WNo : (66)Dans les deux 
as la fon
tionnelle d'énergie de Hartree-Fo
k (
f. se
tion 1.1) est donnéepar,EHF (f�xkg ; f�ig) = 12 NXi=1 ZIR3 jr�ij2 � ZIR3  MXk=1 zkjx� �xkj!��(x) dx+ X1�k<l�M zk zlj�xk � �xlj+12 ZIR3 ��(x) ��(y)jx� yj dx dy � 12 ZIR3 ZIR3 j�(x; y)j2jx� yj dx dyave
 ��(x; y) = NXi=1 �i(x)�i(y) et ��(x) = NXi=1 j�i(x)j2.Le 
hoix du modèle est di
té par la nature des pro
essus molé
ulaires en jeu. La plupartdu temps, le modèle (66) dans lequel les noyaux sont 
onsidérés 
omme des parti
ules 
las-siques obéissant à une dynamique newtonienne su�t à dé
rire 
orre
tement le phénomène.Dans 
ertain 
as (transfert de proton par e�et tunnel par exemple) il est indispensable detraiter les noyaux 
omme des parti
ules quantiques et d'utiliser don
 le modèle (65), dontla simulation 
oûte évidemment beau
oup plus 
her.Approximation non-adiabatiqueL'approximation adiabatique n'est valide que sous 
ertaines hypothèses physiques impli-quant les vitesses des noyaux et les distan
es entre surfa
es de Born-Oppenheimer [27℄ quine sont pas toujours véri�ées en pratique (
roisements ou 
roisements évités de surfa
es deBorn-Oppenheimer, vitesses élevées des noyaux - détonique -, ...).On peut alors proposer la méthode d'approximation non-adiabatique suivante : l'état dusystème molé
ulaire à l'instant t est dé
rit par ��xk(t); d�xkdt (t)�1�k�M ;  (t)! 2 IR6M �  N̂i=1H1(IR3;Cj )! ;où �xk(t) et d�xkdt (t) désignent respe
tivement la position et la vitesse du noyau k et  (t)la fon
tion d'onde éle
tronique à l'instant t. Le mouvement des éle
trons est dé
rit parl'équation de S
hrödinger éle
troniquei � �t = Hf�xk(t)g  ; (67)37



où Hf�xkg désigne l'Hamiltonien éle
tronique dé�ni par (4). La dynamique des noyaux estquant à elle dé
rite par l'équation de Newtonmk d2�xkdt2 (t) = �r�xkW (t; �x1(t); � � � �xM (t))ave
 W (t; �x1; � � � ; �xM ) = � MXk=1 ZIR3 zk �(t; x)jx� �xkj dx+ X1�k<l�M zk zlj�xk � �xlj ;où �(t; x) = N ZIR3(N�1) j j2(t;x; x2; � � � ; xN ) dx2 � � � dxNest la densité éle
tronique à l'instant t. Chaque noyau se dépla
e don
 selon une dynamiquenewtonienne dans le potentiel 
réé par les autres noyaux et par la distribution éle
troniquemoyenne �. Le terme � MXk=1 ZIR3 zk �(t; x)jx� �xkj dxest appelé potentiel d'Hellman-Feynman ; son expression est reliée au théorème d'Ehrenfest[16, 39℄.Il faut ensuite, 
omme dans le 
adre stationnaire, introduire des approximations de l'équa-tion de S
hrödinger éle
tronique (67). On présente i
i l'approximation TDHF (time-dependentHartree-Fo
k) qui 
onsiste à for
er la fon
tion d'onde éle
tronique  à évoluer sur la variétédes déterminants de SlaterSN = � = 1pN ! det(�i(xj)); �i 2 H1(IR3;Cj ); ZIR3 �i ��j = Æij� ;la dynamique dé
oulant de la stationnarité de l'a
tionZ T0 Re �h (t); (i�t �Hf�xk(t)g) (t)i� dt:Les équations du mouvement s'é
rivent alors en fon
tion des orbitales �i sous la formei��i�t = Ff�xk(t)gf�i(t)g �i + NXj=1�ij�joù Ff�xkgf�ig = �12� + MXk=1 zkj � ��xkj +  NXi=1 j�ij2 ? 1jxj!� NXj=1���j � ? 1jxj��jet où la matri
e (�ij(t)) est hermitienne pour tout t. Les (�ij(t)) sont des degrés de libertéasso
iés à l'invarian
e de jauge �(t) �! �(t)U(t) (�(t) désigne le ve
teur 
olonne de
omposantes les �i(t)) pour toute fon
tion régulière t 7! U(t) à valeurs dans le groupe desmatri
es unitaires U(N). On peut en fait les éliminer par un 
hangement de jauge adéquatet on obtient ainsi i��i�t = Ff�xk(t)gf�i(t)g �i: (68)
38



Le modèle TDHF non-adiabatique s'é
rit �nalement8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
mk d2�xkdt2 (t) = �r�xkW (t; �x1(t); � � � �xM (t))W (t; �x1; � � � ; �xM ) = � MXk=1 ZIR3 zk �(t; x)jx� �xkj dx+ X1�k<l�M zk zlj�xk � �xlj�(t; x) = NXi=1 j�i(x; t)j2i��i�t = Ff�xk(t)gf�i(t)g �i: (69)

Prise en 
ompte de la présen
e d'un 
hamp laserLa prise en 
ompte de la présen
e d'un 
hamp laser dans le modèle TDHF non adiabatiquene donne lieu à au
une di�
ulté : il su�t d'ajouter le terme zk ~E(t) à la for
e s'appliquantsur le noyau k et l'Hamiltonien d'intera
tion ~E(t) �x à l'opérateur de Fo
k. On obtient ainsi8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
mk d2�xkdt2 (t) = �r�xkW (t; �x1(t); � � � �xM (t)) + zk ~E(t)W (t; �x1; � � � ; �xM ) = � MXk=1 ZIR3 zk �(t; x)jx� �xkj dx+ X1�k<l�M zk zlj�xk � �xlj�(t; x) = NXi=1 j�i(x; t)j2i��i�t = Ff�xk(t)gf�i(t)g �i + �~E(t) � x��i: (70)

Le 
as des modèles (65) et (66) est plus 
omplexe. Si on 
ontinue à 
onsidérer que les éle
-trons sont à tout instant dans l'état qui minimise leur énergie, 
e qui revient à généraliser(65) par8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
i� n�t = � MXk=1 12mk��xk n +W~E(t) nW~E(�x1; � � � ; �xM ) = inf �EHF (f�xkg ; f�ig) + ~E � �ZIR3 x ��(x) dx� ; � = f�ig1�i�N 2 WN��~E �  MXk=1 zk�xk! ;on aboutit à une impasse. En e�et, pour tout ~E 6= 0, W~E(�x1; � � � ; �xM ) = �1 (les éle
-trons s'é
happent à l'in�ni dans la dire
tion de �~E). Pour 
omprendre 
omment prendreen 
ompte la présen
e d'un 
hamp laser dans les modèles adiabatiques, 
onsidérons unemolé
ule soumise à un 
hamp éle
trique uniforme et stationnaire. Expérimentalement, onobserve un dé
alage (un shift) des raies du spe
tre éle
tronique de la molé
ule proportionnelau 
hamp éle
trique, tout au moins pour des 
hamps faibles (e�et Stark).Cela semble montrer que les énergies des états stationnaires de l'Hamiltonien perturbé sontdépla
ées sous l'e�et du 
hamp éle
trique et qu'on peut espérer 
al
uler 
es dépla
ementspour des 
hamps faibles par une méthode de perturbation au premier ordre. En fait lasituation est plus un peu plus 
ompliquée. Pour voir 
ela, dé
rivons 
e qu'il advient dans le
as simple de l'atome d'Hydrogène dont l'Hamiltonien éle
tronique en l'absen
e de 
hamps'é
rit H0 = �12�� 1jxj :39



L'Hamiltonien perturbé par le 
hamp éle
trique est donné parH = �12�� 1jxj + E � x ;
'est le prototype des Hamiltoniens de Stark, appellation qui désigne tout Hamiltonienmolé
ulaire sous 
hamp éle
trique extérieur uniforme. Le spe
tre de H est radi
alementdi�érent de 
elui de H0, et 
e, même pour des 
hamps faibles. On montre en e�et (fa
ile-ment [54℄) que �ess(H) = IR alors que �ess(H0) = [0;+1) et (plus di�
ilement [5℄) que�d(H) = ; alors que �d(H0) = n� 12n2on2IN� . On voit don
 en parti
ulier que H n'a pasde valeurs propres, 
e qui rend di�
ile l'interprétation du spe
tre de raies e�e
tivementobservé expérimentalement.On peut 
ependant 
omprendre intuitivement l'expli
ation physique de l'e�et Stark. L'éle
-tron est en e�et pla
é dans un potentiel total dont l'allure est représentée sur la �gure 4. Unéle
tron pris dans le potentiel du noyau peut don
 traverser par e�et tunnel la barrière depotentiel et migrer ainsi vers la zone des potentiels in�niment négatifs : 
'est le phénomèned'ionisation sous 
hamp. Pour des 
hamps faibles, la barrière à fran
hir est large et de 
efait, un éle
tron pris dans le potentiel du noyau met beau
oup de temps à s'en évader. Ilreste don
 un �long moment� lié au noyau dans un état �quasi-stationnaire� polarisé parle 
hamp. Ce sont les transitions entre 
es niveaux quasi-stationnaires qu'on observe parspe
tros
opie sous 
hamp éle
trique. Pour 
al
uler les dépla
ements des raies du spe
treéle
tronique dus à l'e�et Stark, il faut identi�er les états quasi-stationnaires et asso
ier à
ha
un d'eux une �quasi-énergie�.
Barrière de

potentiel

x

Flux d’électrons 

Quasi-énergie

Energie potentielle
électronique

Fig. 4 � Un état quasi-stationnaire en présen
e d'un 
hamp éle
trique.Pour donner un sens mathématique à 
es 
on
epts, 
onsidérons un état propre  0 de H0d'énergie E0 et appliquons formellement la méthode des perturbations a�n d'exhiber unétat propre  de H �voisin� de  0 d'énergie E �voisine� de E0 : 
her
hons une solution( (�); E(�)) de l'équation (H0 + �V) (�) = E(�) (�); (71)40



ave
 V = ~E � x pour � 2 IR, sous la forme  (�) = +1Xn=0�n n, E(�) = +1Xn=0�nEn. En reportant
es expressions dans l'équation (71) et dans la 
ondition de normalisation k (�)k = 1, onobtient pour tout n 2 IN�(RSn)( (H0 �E0) �  n = En 0 + fn( 0;  n) = �noù fn et �n ne dépendent que des f kg0�k�n�1 et des fEkg0�k�n�1. Lorsque le systèmetriangulaire (RS), dé�ni 
omme l'union des systèmes (RSk), a une solution et une seule,on obtient de la sorte deux séries formelles en �,+1Xn=0�n n et +1Xn=0�nEnappelées séries de Rayleigh-S
hrödinger. Si 
es deux séries ont un rayon de 
onvergen
estri
tement supérieur à 1, il est 
lair que  =  (1) = +1Xn=0 n et E = E(1) = +1Xn=0En véri�entH = E ;
'est-à-dire fournissent un état propre de l'Hamiltonien perturbé ainsi que son énergie.En pratique, on ne 
al
ule que les k premiers termes des séries de Rayleigh-S
hrödinger ;on dit alors qu'on a mis en oeuvre la méthode des perturbation à l'ordre k. Les sériesde Rayleigh-S
hrödinger 
onvergent au sens usuel pour des perturbations �régulières� del'Hamiltonien H0 [35℄. Ce n'est pas le 
as pour la perturbation V = ~E � x, pour laquelle1. les séries de Rayleigh-S
hrödinger sont bien dé�nies, mais leur rayon de 
onvergen
eest nul ;2. 
es séries sont Borel-sommables en � = 1 pour j~Ej assez petit, et la somme au sensde Borel de la série des énergies est un nombre 
omplexe �(~E), qu'on dé
ompose enpartie réelle et partie imaginaire sous la forme�(~E) = E(~E)� i2�(~E)ave
 �(~E) > 0 pour ~E 6= 0 et qui véri�elim~E!0E(~E) = E0 lim~E!0�(~E) = 0 ;3. pour ~E assez petit, �(~E) est une résonan
e de l'opérateur H0 + ~E � x.En 
omparant théorie et expérien
e, on 
onstate que les valeurs de E(~E) obtenues pourle fondamental et les di�érents états ex
ités permettent de retrouver les bonnes valeursdu dé
alage des raies du spe
tre éle
tronique par e�et Stark. En outre, �(~E) fournit uneestimation de la demi-vie [16, 39℄ de l'état quasi-stationnaire +1Xn=0 n.Pour le modèle à N 
orps dé
rivant la stru
ture éle
tronique d'un système molé
ulaire plus
omplexe, la situation est la même. On est don
 
onduit à dé�nir le potentiel WE parWE(�x1; � � � ; �xM ) = UE(�x1; � � � ; �xM )� ~E �  MXk=1 zk�xk!41



où UE(�x1; � � � ; �xM ) désigne la résonan
e de l'Hamiltonien de Stark éle
troniqueHf�xkg + ~E � NXi=1 xiissue du fondamental U(�x1; � � � ; �xM ) de Hf�xkg. Ce
i 
on
erne le 
adre linéaire.Pour estimer maintenant UE(�x1; � � � ; �xM ) dans l'approximation de Hartree-Fo
k, il faut
onsidérer les développements en séries de Rayleigh-S
hrödinger non linéaires obtenus enintroduisant le terme de perturbation �~E � x�i dans les équations de Hartree-Fo
k (13) eten 
her
hant des solutions sous la forme�i(�) = +1Xn=0�n�(n)i ; �i(�) = +1Xn=0�n�(n)i :La suite ��(n) = n�(n)i o1�i�N ; �(n)i �n2IN obtenue à partir d'une solution non perturbée�� = f�i; g1�i�N ; �i� est solution du système triangulaire (RSHF ) = n(RSHFn )on2IN�(RSHFn )( (HHF�(n))i � �(n)i �i = f (n)i 1 � i � NRIR3 �i�(n)i = �(n)i 1 � i � Nave
 �0i = �i, �0i = �i,f (n)i = k �~E � x��(n�1)i + n�1Xl=1  nl ! �(l)i �(n�l)i� NXj=1 Xl1 + l2 + l3 = n0 � l� � k � 1 � k!l1!l2!l3!��(�(l1)j �(l2)j ? 1jxj) �(l3)i � (�(l1)i �(l2)j ? 1jxj) �(l3)j � ;�(n)i = �12 n�1Xl=1  nl !ZIR3 �(l)i �(n�l)i :La notation HHF désigne l'opérateur auto-adjoint non-borné sur (L2(IR3))N de domaine(H2(IR3))N dé�ni pour tout U = fuig1�i�N 2 (H2(IR3))N par(HHFU)i = �12�ui + V ui +  NXi=1 �2i ? 1jxj!ui � NXj=1��jui ? 1jxj��j��iui + 20� NXj=1�juj ? 1jxj1A�i � NXj=1��iuj ? 1jxj��j � NXj=1��i�j ? 1jxj� uj.Dans [e
04℄, nous établissons le résultat suivant, dont la preuve repose essentiellement surune appli
ation repétée du prin
ipe du maximum pour les équations elliptiques.Théorème 6 Supposons que la solution non perturbée �� = f�i; g1�i�N ; �i� soit telle que1. �1 < �2 < � � � < �N < 0 (non dégénéres
en
e des orbitales o

upées)2. HHF 
oer
if surN = �U = fuig1�i�N ; ui 2 H1(IR3); ZIR3 �iuj = 0; 81 � i; j � N� :42



Alors, le système triangulaire (RSHF ) admet une solution et une seule. En revan
he la sériede Rayleigh-S
hrödinger asso
iée a un rayon de 
onvergen
e nul. De plus les équations deHartree-Fo
k8>><>>: �12��i + V �i + ��� ? 1jxj��i � ZIR3 ��(�; y)j � �yj �i(y) dy + �~E � x��i = �i�iZIR3 �i�j = Æij :n'ont pas de solution dès que ~E 6= 0.Dans les expérien
es de 
ontr�le par laser des pro
essus molé
ulaires, le 
hamp laser resteen général su�samment faible pour qu'on puisse se limiter à un développement perturbatifà l'ordre 2. On obtient alorsW~E(�x1; � � � ; �xM ) =W (�x1; � � � ; �xM )� ~E � ~D(E ; �x1; � � � ; �xM );ave
 ~D(E ; �x1; � � � ; �xM ) = ~D0(�x1; � � � ; �xM ) + 12 �=(�x1; � � � ; �xM ) � ~Eoù ~D0(�x1; � � � ; �xM ) est le moment diéle
trique permanent et �=(�x1; � � � ; �xM ) le tenseur depolarisabilité de la molé
ule pour la 
on�guration (�x1; � � � ; �xM ) des noyaux. Dans l'approxi-mation de Hartree-Fo
k~D0(�x1; � � � ; �xM ) =  MXk=1 zk�xk!� ZIR3 x �(x) dx (72)où �(x) = NXi=1 �i(x)2 est la densité éle
tronique du fondamental non perturbé pour la
on�guration f�xkg1�k�M des noyaux et81 � l;m � 3; h�=(�x1; � � � ; �xM )ilm = �4 ZIR3 xl NXi=1 �i�(1);mi (73)où �(1);mi désigne la solution de (RSHF1 ) ave
 ~E = ~em (~em désigne le ve
teur unité de lam-ième 
omposante de IR3). Les estimations a priori de la 
roissan
e à l'in�ni des �(n)idonnées dans [e
04℄ permettent de voir que les intégrales apparaissant dans (72) et (73)ont un sens et qu'il en va de même à tous les ordres de perturbation.Propriétés mathématiques des modèles.On examine dans 
ette se
tion le 
ara
tère bien posé (existen
e et uni
ité de la solution entemps long pour une 
ondition initiale de régularité donnée) des divers modèles présentés
i-dessus.Pour toute donnée initiale	(0) = 	0 2 M
k=1L2(IR3;Cj )
 N̂i=1L2(IR3;Cj )l'équation de S
hrödinger (63) est bien posée ; 
'est une 
onséquen
e dire
te du Théorèmede Stone (l'opérateur H est auto-adjoint sur L2(IR3(M+N)) de domaine H2(IR3(M+N))).43



On peut voir assez fa
ilement que le potentiel e�e
tifU(�x1; � � � ; �xM ) =W (�x1; � � � ; �xM )� X1�k<l�M zk zlj�xk � �xljest borné (qu'il soit donné par (3) ou par l'approximation de Hartree-Fo
k) et qu'en 
onsé-quen
e l'Hamiltonien nu
léaire� MXk=1 12mk��xk +W (�x1; � � � ; �xM )est auto-adjoint sur L2(IR3M ) de domaine H2(IR3M ). Le modèle (65) ave
 
ondition initiale n(0) =  0n 2 L2(IR3M )est don
 bien posé. De même, le système dynamique (66) a une solution et une seule pourtoute 
ondition initiale�xk(0) = �x0k 2 IR3; d�xkdt (0) = �v0k 2 IR3; 81 � k �M:Dans [e
09℄, nous avons e�e
tué l'étude des systèmes non linéaires (69) et (70) ; nousavons établi les deux théorèmes suivantsThéorème 7 Soit �0i 2 H2(IR3;Cj ) pour 1 � i � N et �x0k 2 IR3, �v0k 2 IR3 pour 1 � k �M .Alors le système (69) ave
 données initiales8<: �xk(0) = �x0k; d�xkdt (0) = �v0k; 81 � k �M�i(0) = �0i ; 81 � i � Nadmet une solution et une seule (f�xkg1�k�M ; f�ig1�i�N ) dans�C2([0;+1[; IR3)�M � �C1([0;+1[; L2(IR3;Cj ) \ C0([0;+1[;H2(IR3;Cj )�N :Théorème 8 NotonsH2ef (IR3;Cj ) = �� 2 H2(IR3;Cj ); q1 + jxj2� 2 L2(IR3;Cj )� :Soit �0i 2 H2ef(IR3;Cj ) pour 1 � i � N et �x0k 2 IR3, �v0k 2 IR3 pour 1 � k � M . Soit~E 2 C0([0;+1[; IR3). Alors le système (70) ave
 données initiales8<: �xk(0) = �x0k; d�xkdt (0) = �v0k; 81 � k �M�i(0) = �0i ; 81 � i � Nadmet une solution et une seule (f�xkg1�k�M ; f�ig1�i�N ) dans�C2([0;+1[; IR3)�M � �C1([0;+1[; L2(IR3;Cj ) \ C0([0;+1[;H2ef (IR3;Cj )�N :
44



2.2 Un résultat théorique de 
ontr�le optimalCette se
tion présente un résultat obtenu ave
 Claude Le Bris et Mathieu Pilot [e
14℄relié à la question du 
ontr�le par laser de pro
essus molé
ulaires. Imaginée dès les années1960, la possibilité d'utiliser un 
hamp laser pour 
ontr�ler les pro
essus molé
ulaires estdevenue ré
emment une réalité expérimentale [4℄, dont les appli
ations potentielles sonttrès importantes.Nous avons prouvé l'existen
e d'un 
ontr�le optimal E(t) du système8<: i��E�t = ���E � 1jxj�E + �j�E j2 ? 1jxj��E + (E(t)~e1:x)�E�E(0) = �0; (74)permettant de minimiser le 
ritèreJ(E) = k�E (T )� �T k2L2(IR3;Cj ) + �kEk2L2([0;T ℄;IR):Dans 
e problème �E(t) 2 L2(IR3;Cj ) désigne l'état du système à l'instant t lorsqu'onapplique le 
hamp laser t 7! E(t)~e1 (~e1 est un ve
teur unitaire �xé), �0 l'état initial dusystème à t = 0, T > 0 l'instant �nal de l'expérien
e, �T 2 L2(IR3;Cj ) un état �
ible�, et� > 0 un paramètre de pénalisation.On peut donner au modèle (74) une signi�
ation physique : il dé
rit une paire d'éle
tronsde spins antiparallèles évoluant dans le potentiel 
entral 
oulombien � 1jxj soumis à un
hamp laser t 7! E(t)~e1. Mais la raison essentielle qui a guidé notre 
hoix est qu'il s'agitdu modèle le plus simple rassemblant toutes les di�
ultés de (64) et de ses approximationsnon linéaires de type time-dependent Hartree [48℄ : 
ontr�le bilinéaire (le 
ontr�le multipliel'état), non linéarité par rapport à la variable d'état, singularité 
oulombienne éventuelle.La 
ara
tère bien posé du problème d'évolution (74) peut être établi à l'aide de 
onsidéra-tions analogues à 
elles mises en ÷uvre dans la preuve du théorème 7. Le prin
ipal résultatde notre étude fait l'objet duThéorème 9 Il existe un 
ontr�le optimal solution deinfE2L2(℄0;T [;IR) J(E):Un analogue du théorème 9 est vrai pour toute fon
tionnelle de 
oût de la formeJ(E) = h�(T ); Ô�(T )i+ �kEk2L2([0;T ℄;IR)ou J(E) = Z T0 h�(t); Ô�(t)i+ �kEk2L2([0;T ℄;IR)Ô désignant une observable (un opérateur auto-adjoint) borné sur L2(IR3).En fait, du moment que le 
ritère 
omporte un terme de pénalisation du 
hamp du type�kEk2L2([0;T ℄;IR) (régularisation de Ty
honov), le résultat de 
ontr�labilité optimale que nousavons établi peut être étendu à tous les problèmes de 
ontr�le par laser de pro
essusmolé
ulaires dont nous avons 
onnaissan
e. La preuve du théorème 7, 
ombinée à 
elle duthéorème 9, montre en e�et 
omment venir à bout des di�
ultés te
hniques que sont lessingularités 
oulombiennes, les non linéarités et la perturbation en ~E(t)� ~D de l'Hamiltonien.En revan
he, nous ne savons pas 
on
lure à l'existen
e d'un 
ontr�le optimal pour des
ritères ne 
omportant pas de terme de pénalisation du 
hamp.45



2.3 Orientation par laser de molé
ules linéairesAve
 Osman Attabek, Anne Auger, Adel Ben Haj Yedder, Claude Dion, Arne Keller etClaude Le Bris, nous nous sommes intéressés plus parti
ulièrement au problème du 
ontr�lepar laser de l'orientation d'une molé
ule linéaire pour les raisons suivantes :1. le 
ontr�le de l'orientation molé
ulaire est une première étape vers le 
ontr�le desréa
tions 
himiques. En e�et, orienter les molé
ules permet d'augmenter ou de dimi-nuer les se
tions e�
a
es de 
ollision et de favoriser ainsi telle ou telle réa
tion auxdépens de telle autre ;2. des travaux ré
ents [56℄ ont montré la faisabilité expérimentale du 
ontr�le par la-ser de l'alignement (orientation selon ~ez ou �~ez indi�éremment) et son r�le dansl'amélioration des rendements des réa
tions 
himiques ;3. en�n, le pro
essus d'orientation d'une molé
ule linéaire se dé
rit en première approxi-mation par un modèle simple qui peut être simulé sans di�
ultés sur une station detravail standard.Le système molé
ulaire 
onsidéré i
i est la molé
ule de 
yanure d'hydrogène (HCN), surlaquelle des expérien
es d'alignement [56℄ ont e�e
tivement été réalisées, mais les déve-loppements 
i-dessous s'appliquent à toute molé
ule linéaire. On va 
her
her à exhiber un
hamp laser E(t)ez polarisé re
tilignement selon l'axe Oz permettant d'orienter la molé
uleHCN dans la dire
tion �ez.ModélisationOn peut se débarrasser de l'invarian
e par translation du système en dé
rivant l'état dela molé
ule dans les 
oordonnées de Ja
obi (R; r; �; ') relatives au 
entre de masse dugroupement CN (�gure 5) : R désigne la distan
e entre l'atome H et le 
entre de masse dugroupement CN, r la distan
e CN, � et � les angles des 
oordonnées sphériques.
N

C

Hr

R

θ

φFig. 5 � Coordonnées de Ja
obi relatives au 
entre de masse du groupement CNEn supposant que la molé
ule peut s'étirer mais ne peut pas se tordre, l'Hamiltonien dela molé
ule libre et son opérateur moment dipolaire s'é
rivent alors respe
tivement sous laforme H0 = Hvib(R; r) +Hrot(R; r; �; ') +W (R; r)et ~D(~E) = ~D0 + 12 �= � ~E~D0 = �0(R; r)~e3; �= = �k(R; r) (~e3 
 ~e3) + �?(R; r) (~e1 
 ~e1 + ~e2 
 ~e2) :L'Hamiltonien Hvib(R; r) dé
rit l'énergie 
inétique de vibration du système (extension desliaisons C�H et C�N), Hrot(R; r; �; ') l'énergie 
inétique de rotation, W (R; r) le potentiel46



internu
léaire, et �0(R; r)~e3 le moment dipolaire en l'absen
e de 
hamp laser (~e3 désignel'axe de la molé
ule). En�n, �k(R; r) et �?(R; r) représentent les 
omposantes parallèles etperpendi
ulaires du tenseur de polarisabilité qui est diagonal dans le repère orthonormal(~e1; ~e2; ~e3) et tel que �k = �33 and �? = �11 = �22.Pour simpli�er, nous avons supposé que la molé
ule HCN se 
omportait 
omme un rotateurrigide et nous avons don
 �gé les variables R et r à leur valeurs d'équilibre notées R0 etr0. Nous avons en outre supposé que la molé
ule avait un moment angulaire nul à l'instantinitial ; dans 
e 
as, le 
omposante selon z du moment angulaire est 
onservée égale à zéro,puisque le 
hamp laser est polarisé re
tilignement selon 
et axe. Cela se traduit par le faitque la fon
tion d'onde 	 ne dépend pas de la variable angulaire �.Sous 
es approximations, l'Hamiltonien du système s'é
rit don
H(t) = Hrot +Hlaser(t); (75)ave
 Hrot = � 12(�HCNR20 + �CNr20) 1sin � ��� �sin � ����et Hlaser(t) = ��0(R0; r0)E(t) 
os � � E2(t)2 h�k(R0; r0) 
os2 � + �?(R0; r0) sin2 �i :où �CN = mCmNmC +mN et �HCN = mH(mC +mN )mH +mC +mN représentent des masses réduites. No-tons que les valeurs de R0 et de r0 peuvent être 
al
ulées ab initio, ainsi que 
elles des
oe�
ients �0(R0; r0), �k(R0; r0) et �?(R0; r0) (grâ
e aux formules (72) et (73)).Pour mesurer l'orientation, nous avons introduit le 
ritère instantanéjE (t) = Z �0 
os � j E (�; t)j2 sin � d�qui est minimum lorsque la molé
ule est orientée selon �ez et diverses fon
tions obje
tifs,notamment J1(E) = 1T Z T0 jE(t) dtet J2(E) = mint2[0;T ℄ j(t):Le 
ritère J1 sera utilisé pour orienter la molé
ule �en moyenne� dans l'intervalle de temps[0; T ℄, et le 
ritère J2 pour obtenir une orientation plus marquée quitte à 
e que 
e soit surun intervalle de temps très 
ourt.Les 
hamps E(t) que nous avons 
onsidérés 
onsistent en la superposition de N impulsionsEn(t) E(t) = NXn=1 En(t);
ha
une des impulsions En(t) étant de la formeEn(t) = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
0 si t � t0nE0n sin2 ��2 � t� t0nt1n � t0n�� si t0n � t � t1nE0n si t1n � t � t2nE0n sin2 ��2 � t3n � tt3n � t2n�� si t2n � t � t3n0 si t � t3n:47



Chaque impulsion est don
 
ara
térisée par un ensemble de sept paramètres ajustables : lapulsation !n, la phase relative �n, l'amplitude 
rète E0n et les quatre instants tjn (allumageen t0n, montée en puissan
e dans l'intervalle de temps [t0n; t1n℄, plateau [t1n; t2n℄, extin
tionprogressive dans l'intervalle de temps [t2n; t3n℄). Les simulations que nous avons e�e
tuéesimpliquaient de deux à dix impulsions (i.e. de 14 à 70 paramètres).Méthodes numériquesA�n d'intégrer l'équation 8<: i�	�t = H(t)	; (t = 0) =  0 (76)pour un 
hamp laser E(t) donné, nous avons utilisé une grille uniforme de taille N = 128pour dis
rétiser la variable d'espa
e � et un s
héma en temps de type operator splitting depas 
onstant Æt = 1:5 u.a. Ces 
hoix sont fondés sur le fait que l'opérateur Hlaser(t) est unsimple opérateur de multipli
ation et qu'on dispose d'un s
héma stable et pré
is à l'ordre 2en Æt [18℄ pour appliquer l'opérateur dis
rétisé e�i Æt Hrot à un ve
teur en O(N) opérations(
e s
héma utilise l'approximation de Cayley e�x = (1 � x=2)(1 + x=2)�1 + O(x3) et unetransformée en 
osinus, d'où le 
hoix d'une grille uniforme de taille 2p pour la variabled'espa
e �).Diverses méthodes d'optimisation du 
hamp laser ont été testées. Les méthodes déter-ministes (gradient 
onjugué non linéaire et BFGS [12℄) se sont avérées inadaptées à 
eproblème en raison du nombre élevé de minima lo
aux. En revan
he, les méthodes sto
has-tiques (algorithmes génétiques et stratégies évolutionnaires [49℄) ont montré leur e�
a
itédans 
e domaine.Résultats numériques.Les pro
édures d'optimisation sto
hastiques ont mis en éviden
e plusieurs types de mini-miseurs lo
aux du 
ritère [e
17, e
18, e
20℄, dont deux ont une stru
ture simple :� superposition de deux lasers dont l'un a une fréquen
e double de 
elle de l'autre ;� deux lasers de même fréquen
e et de même amplitude dé
alés dans le temps d'unedemi-période.La première famille de solutions 
orrespond à un pro
essus d'orientation qui avait étéimaginé par les physi
iens (voir [19℄) ; la simulation numérique n'a servi qu'à optimiserdes paramètres. A l'inverse, la deuxième famille de solutions a été mise en éviden
e parl'optimisation numérique, et a reçue par la suite une interprétation physique. Il s'agit enfait d'un pro
essus d'orientation par ki
k :1. durant la phase d'allumage des lasers, le 
hamp a la forme d'une impulsion asymé-trique soudaine (environ 0.25 ps à mettre en rapport ave
 la période de rotation dela molé
ule qui est de l'ordre de 11 ps) qui donne une impulsion à la molé
ule et lamet en rotation ;2. sur l'interse
tion des plateaux des deux lasers, le 
hamp total est nul puisque les lasersont même amplitude et même fréquen
e mais sont en déphasage de � ; la molé
uleévolue don
 librement.Pour 
omprendre intuitivement le mé
anisme d'orientation par ki
k, on peut se référer àun modèle 
lassique dans lequel une molé
ule est représentée par une barre rigide. Onsuppose qu'à l'instant t = 0, les barres représentant les molé
ules du jet molé
ulaire sontorientées de façon isotrope et ont 
ha
une un moment angulaire nul. Dans le mé
anismed'orientation par ki
k tout se passe 
omme si 
haque molé
ule re
evait au 
ours de la phase48



d'allumage des lasers un impa
t soudain qui la mettait en rotation. Comme l'intensité del'impa
t dépend de l'orientation de 
ette molé
ule à t = 0, les molé
ules n'ont pas toutesaprès l'impa
t la même vitesse angulaire et l'orientation moyenne jE = h
os �i (moyennesur les molé
ules du jet, évaluée à l'instant t) est une fon
tion du temps qu'on peut 
her
herà rendre aussi pro
he de �1 que possible.Les meilleurs taux d'orientation (J1(E) = �0:23, J2(E) = �0:82) ont été obtenus par unesu

ession de ki
ks (train of ki
ks). Ce type de 
hamps permet également de maintenir une
ertaine orientation sur un intervalle de temps relativement grand (quelques pi
ose
ondes).Signalons qu'un ki
k est une impulsion relativement �fa
ile� à produire puisqu'il �su�t� deséparer le fais
eau prin
ipal en deux se
ondaires de même intensité et de les re
ombinerensuite après les avoir déphasés d'un multiple impair de �, en jouant sur la di�éren
e delongueur des 
hemins optiques.2.4 Condensats de Bose-EinsteinUn 
ondensat de Bose-Einstein est un état de la matière dont l'existen
e a été prédite parA. Einstein dès 1924 mais qui n'a été observé expérimentalement qu'en 1995 (E. Cornell,W. Ketterle, et C. Wieman ont obtenu pour 
ela le prix Nobel de physique 2001).Un 
ondensat idéal 
onsiste en un ensemble de N bosons identiques de masse m dé
rits àtout instant t par une fon
tion d'onde à N 
orps 	(t; ~x1; � � � ; ~xN ) de la forme	(t; ~x1; � � � ; ~xN ) = NYi=1 (t; ~xi):Cela signi�e que les N bosons peuplent le même état de l'espa
e de Fo
k [7℄. Un 
onden-sat réel peut être dé
rit en première approximation par une fon
tion d'onde  (t; ~x) dontl'évolution est régie par l'équation de Gross-Pitaevskiii� �t = � 12m� + Vext + 4�Nam j j2  (77)où Vext désigne un potentiel extérieur permettant de 
on�ner les bosons et a une longueurde di�usion 
ara
térisant les intera
tions entre 
es bosons. En général, le potentiel Vext estun potentiel harmonique isotrope ou non, résultant de l'a
tion d'un 
hamp magnétique :Vext(~x) = Vext(x; y; z) = 12m�!2xx2 + !2yy2 + !2zz2� :Dans la plupart des simulations numériques, la résolution de l'équation (77) se fait enutilisant une te
hnique d'operator splitting 
onsistant à intégrer séquentiellement sur depetits intervalles de temps� tant�t l'équation i� �t = �Vext + 4�Nam j j2�  ; (78)� tant�t l'équation i� �t = � 12m� : (79)En utilisant une grille uniforme en espa
e 
omportant 2p points par dire
tions, on peutintégrer (78) dans l'espa
e réel, intégrer (79) dans l'espa
e de Fourier et passer d'un espa
eà l'autre par transformation de Fourier rapide.49



Ave
 Claude Dion, nous avons proposé dans [e
23℄ une méthode numérique alternativequi exploite les formes parti
ulières du potentiel Vext et de la nonlinéarité j j2 . Par unsimple 
hangement de variables, on peut en e�et ré
rire (77) sous la formei� �t (t; x; y; z) = �!x!zH0(x) + !y!zH0(x) +H0(z)� (t; x; y; z) + �j (t; x; y; z)j2 (t; x; y; z)(80)où H0(x) = �12 �2�x2 + 12x2; H0(y) = �12 �2�y2 + 12y2; H0(z) = �12 �2�z2 + 12z2:Notons (�n)n2IN la base de L2(IR3) formée des ve
teurs propres de H0 :H0�n = En�n; En = n+ 12 ; �n(x) = Hn(x) e�x2=2;où Hn(x) désigne le n-ième polyn�me d'Hermite, et 
onstruisons une approximation deGalerkin de l'équation (80) en prenant 
omme espa
e d'approximation l'espa
e XI engendrépar les fon
tions ��nx(x)�ny(y)�nz (z)�(nx;ny;nz)2Ioù I est un sous-ensemble de 
ardinal �ni de IN3. En notant I(t; x; y; z) = X(nx;ny;nz)2I 
nxnynz(t)�nx(x)�ny(y)�nz (z)la solution appro
hée ainsi obtenue, on voit que C = [
nxnynz ℄ véri�eidCdt (t) = hC(t) + �F (C(t)) (81)où[hC℄nxnynz = Enxnynz
nxnynz ; Enxnynz = !x!z �nx + 12�+ !y!z �ny + 12�+ �nz + 12�et [F (C)℄nxnynz = ZIR3 j I(x; y; z)j2 I(x; y; z) �nx(x) �ny(y) �nz(z) dx dy dz: (82)L'intérêt de 
ette appro
he réside dans plusieurs points :� le système (81) est un système Hamiltonien ; pour voir 
ela il su�t de séparer les
nxnynz en parties réelles et parties imaginaires, les premières s'interprétant 
ommedes moments, les se
ondes 
omme des positions. On peut don
 utiliser des s
hémasen temps symple
tiques si on souhaite étudier le système en temps long ;� il n'est pas né
essaire d'utiliser une méthode d'intégration numérique appro
hée pourévaluer la 
omposante non linéaire (82) ; en e�et, si on utilise des points d'intégrationsde Gauss-Hermite bien 
hoisis, on peut intégrer exa
tement (à la pré
ision ma
hineprès) les formules (82). Une telle situation se ren
ontre rarement dans la mise en÷uvre de méthodes spe
trales [9℄.Plusieurs 
hoix pour l'ensemble I sont possibles. Dans [e
23℄ nous nous sommes limités àdes bases tensorielles I = [0; Nx℄�[0; Ny ℄�[0; Nz ℄ mais des 
hoix plus astu
ieux permettentde réduire la taille de la base sans perdre de pré
ision, par exemple l'utilisation d'un 
ut-o�en énergie : I = n(nx; ny; nz) 2 IN3; Enxnynz � E
ut offo :50



Dans [e
23℄, nous avons testé 
ette méthode sur deux ben
hmarks 
lassiques (respirationdu 
ondensat et modes 
iseaux [31℄). Dans le 
adre d'une 
ollaboration ave
 le laboratoireAimé Cotton d'Orsay, nous allons maintenant l'appliquer à la simulation d'un systèmede deux équations de Gross-Pitaevskii 
ouplées. Il s'agit d'étudier l'intera
tion entre un
ondensat d'atomes de Césium ou de Rubidium et un 
ondensat de molé
ules diatomiquesde la même espè
e.3 Du mi
ros
opique au ma
ros
opiqueLa se
tion 3.1 a pour objet le lien entre les simulations de dynamique molé
ulaire et le
al
ul de grandeurs thermodynamiques ma
ros
opiques.La se
tion 3.2 synthétise des travaux sur les modèles de 
ontinuum polarisable permettantde 
al
uler des grandeurs ma
ros
opiques relatives à une espè
e 
himique en solution sansprendre en 
ompte expli
itement les molé
ules de solvant.Comme mentionné dans l'introdu
tion, le passage dire
t du niveau atomique au niveauma
ros
opique n'est possible que si la matière ne s'organise pas en sous-stru
tures méso-s
opiques. Dans 
e dernier 
as, des modèles hiérar
hiques ou multi-é
helles sont né
essaires.La se
tion 3.3 est 
onsa
rée à l'analyse d'un modèle multi-é
helle dé
rivant la rhéologied'une suspension 
on
entrée.3.1 Cal
ul de moyennes dans des ensembles thermodynamiquesLa 
himie quantique permet aujourd'hui de 
al
uler les états stationnaires de systèmes mo-lé
ulaires de quelques 
entaines d'atomes, et de simuler l'évolution (dynamique molé
ulaireab initio) de systèmes 
omportant quelques dizaines d'atomes sur une é
helle de temps del'ordre de quelques pi
ose
ondes. En utilisant des potentiels empiriques (dynamique mo-lé
ulaire 
lassique), on parvient au prix d'une perte de �abilité des résultats à simulerle 
omportement d'un assemblage de quelques millions d'atomes sur quelques dizaines denanose
ondes.Ces ordres de grandeurs sont 
ompatibles ave
 l'étude de 
ertains phénomènes mi
ros
o-piques (sto
kage d'information dans un quantum dot en nano-éle
tronique) mais restenttrès éloignés de 
eux relatifs aux systèmes ma
ros
opiques (rappelons qu'un gramme d'eau
ontient environ 1023 atomes). En fait, l'exploitation de résultats de simulation molé
u-laire né
essite la plupart du temps le re
ours à la physique statistique [7℄, qui permet, sousl'hypothèse de l'équilibre thermodynamique lo
al,1. de montrer qu'on peut dé
rire le système à l'é
helle ma
ros
opique à l'aide d'unpetit nombre de 
hamps ma
ros
opiques (masse volumique, vitesse, énergie interne,température, tenseur des 
ontraintes, entropie, polarisation, ...) ;2. d'exprimer les valeurs de 
es 
hamps en 
haque point de l'espa
e ma
ros
opique
omme des moyennes sur un ensemble de 
on�gurations mi
ros
opiques ;3. et, parfois, d'exhiber des lois permettant de relier entre eux les 
hamps ma
ros
o-piques.Dans 
ertains 
as, notamment 
elui des gaz peu denses 
omposés d'un petit nombre d'es-pè
es 
himiques, il est relativement simple de mettre en ÷uvre le programme de la physiquestatistique 
ar on peut 
onsidérer 
haque molé
ule 
omme pratiquement isolée. En 
al
u-lant le spe
tre énergétique d'une molé
ule de 
haque espè
e et en e�e
tuant des moyennes51



statistiques, on peut obtenir par exemple une bonne approximation de la 
apa
ité 
alori-�que ou du spe
tre infrarouge du gaz en fon
tion de la température et de la pression.En phase 
ondensée (solide ou liquide), les intera
tions intermolé
ulaires sont plus impor-tantes et on ne peut plus se 
ontenter d'extrapoler des résultats obtenus sur une molé
uleisolée. Pour 
al
uler des grandeurs thermodynamiques (par exemple des énergies libres desolvatation) ou des lois de 
omportement thermo-mé
aniques qui aient un sens, il faut ef-fe
tuer des moyennes sur l'espa
e des phases d'un système mi
ros
opique 
omprenant ungrand nombre d'atomes.La plupart des simulations de dynamique molé
ulaire utilisent des 
onditions aux bordspériodiques (voir �gure 6) pour minimiser les e�ets de surfa
e et empê
her le système des'évaporer. Tout se passe alors 
omme si les N atomes qui sont à tout instant dans la 
ellulede référen
e se déplaçaient sur un tore T de dimension 3, de volume V = LxLyLz. On peutpar ailleurs supposer nulle l'impulsion totale des N atomes de la 
ellule de référen
e (ilsu�t pour 
ela de 
onsidérer un référentiel qui se dépla
e à la vitesse ma
ros
opique, vitesse
onstante à l'é
helle des temps molé
ulaires). L'espa
e des phases du système mi
ros
opiques'é
rit alors T N � PN où PN = (f�pkg1�k�N 2 IR3N ; NXk=1 �pk = 0), et le mouvement desatomes est régi par le système dynamique d'HamiltonienHN (q; p) = NXk=1 �p2k2mk + VN (�x1; � � � �xN )où q = f�xkg 2 T N désignent les positions et p = f�pkg 2 PN les impulsions des atomes de la
ellule de référen
e, mk la masse de l'atome k et VN (�x1; � � � �xN ) un potentiel d'intera
tion.Selon la taille du système et les moyens de 
al
ul disponibles, le potentiel VN peut être
al
ulé ab initio ou appro
hé par une expression analytique empirique. Notons bien qu'ilfaut dans tous les 
as prendre en 
ompte non seulement les atomes présents dans la 
ellulede référen
e, mais aussi toutes leurs images sur le réseau.
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onditions aux limites périodiquesSupposons maintenant que la grandeur ma
ros
opique A qu'on souhaite 
al
uler (voir[1, 23℄ pour des exemples pré
is) puisse être obtenue en 
al
ulant pour N grand la moyennede l'observable mi
ros
opique AN (q; p), fon
tion des positions q et des impulsions p des52



atomes de la 
ellule de référen
e. La valeur moyenne de l'observable est donnée parhAN i� = ZT N�PN AN (q; p) d� (83)où � est une mesure sur T N �PN qui dépend de l'ensemble thermodynamique dans lequelon e�e
tue le 
al
ul. Ainsi � = �m
 dans l'ensemble mi
ro
anonique NVE (nombre departi
ules N , volume V et énergie E 
onstants) où �m
 désigne la mesure invariante surla variété H�1N (E), etd� = d�
 = 1Z
(N;V; T ) exp(�HN (q; p)=kBT ) dq dpdans l'ensemble 
anonique NVT (nombre de parti
ules N , volume V et température T
onstants). Dans la formule 
i-dessus, Z
(N;V; T ) est la fon
tion de partition de l'ensemble
anonique Z
(N;V; T ) = ZT N�PN exp(�HN (q; p)=kBT ) dq dp;kB désignant la 
onstante de Boltzmann (rappelons que T est un tore de volume V ). Onpeut aussi dé�nir de façon similaire (voir [23℄ par exemple) des moyennes dans l'ensemblethermodynamique NPT (nombre de parti
ules N , pression P et température T 
onstants),dans l'ensemble grand 
anonique �PT (potentiel 
himique �, pression P et température T
onstants), ... Notons que tous les ensembles thermodynamiques sont équivalents lorsquele nombre de parti
ules N tend vers l'in�ni (l'é
helle ma
ros
opique N � 1023 est dans 
e
ontexte une bonne approximation de l'in�ni) mais que 
e n'est pas le 
as pour un nombreN �ni. Ainsi par exemple, l'énergie par atome E = HN (p; q)=N est 
onstante pour tousles états a

essibles dans l'ensemble NVE mais �u
tue autour d'une valeur moyenne dansl'ensemble NVT ave
 une amplitude relative qui tend vers zéro en N�1=2 lorsque N tendvers l'in�ni. Dans les simulations, N se situe à l'heure a
tuelle dans la four
hette 104�109et les �u
tuations se sont pas toujours négligables ; le 
hoix de l'ensemble thermodynamiquedans lequel on e�e
tue la simulation n'est don
 pas neutre.Deux appro
hes peuvent être utilisées pour évaluer numériquement les intégrales du type(83) :� l'appro
he Monte Carlo d'une part,� l'appro
he dynamique molé
ulaire d'autre part.Ces dernières exploitent le 
ara
tère ergodique (supposé, voir paragraphe suivant) du sys-tème Hamiltonien régissant le mouvement des atomes. Sous l'hypothèse d'ergodi
ité, on aen e�et pour toute presque toute donnée initiale (q0; p0) 2 T N �PN d'énergie EhAN i�m
 = limT!+1 1T Z T0 AN (q(t); p(t)) dt (84)où (q(t); p(t)) est la traje
toire sur T N � PN issue de (q0; p0) obtenue en intégrant lesystème dynamique Hamiltonien8>><>>: dqdt (t) = �HN�p (q(t); p(t))dpdt (t) = ��HN�q (q(t); p(t));qui s'é
rit aussi 8>><>>: d�xkdt (t) = �pk(t)mkd�pkdt (t) = �r�xkVN (�x1(t); � � � ; �xN (t)): (85)53



Ce
i permet de 
al
uler des moyennes thermodynamiques dans l'ensemble NVE. Notonsque l'impulsion totale P (t) = NXk=1 �pk(t) est bien 
onservée (égale à zéro) par la dynamique(85), du moins pour des systèmes isolés qui véri�ent la 
ondition d'invarian
e par trans-lation, et que la traje
toire (q(t); p(t)) reste don
 spontanément sur T N � PN . Signalonsaussi qu'il semble possible de modi�er le système dynamique (85) en ajoutant des degrés deliberté supplémentaires (thermostats de Nosé-Hoover, barostats d'Andersen ...) a�n que lestraje
toires é
hantillonnent l'espa
e des phases ave
 la densité de probabilité 
orrespondantà l'ensemble NVT ou NPT [23℄.Revenons maintenant sur l'hypothèse d'ergodi
ité. A notre 
onnaissan
e, 
ette hypothèsen'est montrée pour au
un système molé
ulaire non trivial, mais les tests numériques tendentà montrer qu'elles est véri�ée en pratique : pour presque toute donnée initiale (q0; p0) 2T N�PN , la traje
toire (q(t); p(t)) semble é
hantillonner l'hypersurfa
e de T N�PN d'éner-gie 
onstante égale à HN (q0; p0). Remarquons que 
e
i implique en parti
ulier qu'il n'y aitpas d'autre invariant que l'énergie et l'impulsion totale. Ce sont les 
onditions aux bordspériodiques qui font que le moment 
inétique L = NXk=1 �xk� �pk n'est pas 
onservé ; sans 
ela,le moment 
inétique serait évidemment une 
onstante du mouvement pour un systèmemolé
ulaire isolé, et il faudrait lui réserver le même sort qu'à l'impulsion.Ave
 François Castella, Philippe Chartier, Erwan Faou, Claude Le Bris, Frédéri
 Legollet Gabriel Turini
i, nous avons monté un groupe de travail (�nan
é par une A
tion deRe
her
he Coopérative de l'INRIA) sur le thème de l'analyse numérique des méthodes dela dynamique molé
ulaire.Notre premier résultat (arti
les [e
26, e
27℄, en préparation) 
on
erne le 
al
ul par dyna-mique molé
ulaire de moyennes dans l'espa
e des phases. Pour l'établir, nous nous sommespla
és dans le 
adre des systèmes Hamiltoniens intégrables [3℄ ; 
e 
adre est trop restri
tifpour s'appliquer dire
tement aux systèmes Hamiltoniens issus de la dynamique molé
ulaire,mais permet d'avan
er dans la 
ompréhension du problème (des tests numériques ont mon-tré que les résultats théoriques obtenus pour les systèmes intégrables étaient sus
eptiblesd'être valables dans un 
adre plus large).Considérons don
 un système Hamiltonien intégrable sur IRd � IRd, d'Hamiltonien H(q; p)analytique réel et dont les surfa
es d'isoénergie sont 
ompa
tes (i.e. H�1(E) est 
ompa
tdans IRd � IRd pour tout E 2 IR). Soit A(q; p) une observable et (I1(q; p); � � � ; Id(q; p)) unensemble de d invariants en involution. La 
ondition d'ergodi
ité implique alors (voir [3℄et [e
27℄) que pour presque toute donnée initiale (q0; p0) 2 IRd � IRd,hAi��1 ;���;�d = limT!+1 1T Z T0 A(q(t); p(t)) dt (86)où (q(t); p(t)) est la traje
toire du système Hamiltonien (85) issue de (q0; p0), où �k =Ik(q0; p0), et où ��1;���;�d représente la mesure invariante sur la variétéSq0;p0 = n(q; p) 2 IRd � IRd; Ik(q; p) = �k; 8k 2 j[1; d℄jo :Pour exploiter la formule (86) à des �ns de 
al
ul numérique, il faut 
hoisir :� un temps total de simulation T ,� un s
héma de dis
rétisation du système Hamiltonien et un pas de temps Æt (supposé
onstant dans 
ette étude). 54



Ce sont là deux sour
es d'erreurs. Pour que le 
al
ul soit pré
is, il faut a priori que T soitgrand et Æt petit. Une façon d'estimer l'erreur 
onsisterait à analyser dans un premier tempsl'erreur due au fait qu'on arrête le 
al
ul à l'instant T (dans 
ette étape on raisonne ave
la traje
toire exa
te), puis à évaluer dans un deuxième temps la di�éren
e entre l'intégrale1T Z T0 A(q(t); p(t)) dt (87)et l'approximation de 
ette intégrale obtenue à partir de la traje
toire numérique, en 
om-parant 
ette dernière ave
 la traje
toire exa
te.Cependant, 
omme on ne 
her
he pas à simuler une traje
toire, mais seulement à é
han-tillonner la surfa
e S(q0; p0), on peut penser qu'il n'est pas indispensable que la traje
toirenumérique reste pro
he de la traje
toire exa
te, et que l'erreur globale estimée par la mé-thode dé
rite 
i-dessus risque de 
e fait d'être bien supérieure à l'erreur 
ommise en réalité.Nous avons don
 suivi une autre voie basée sur l'utilisation de résultats ré
ents [28℄ sur less
hémas symple
tiques18. On adoptera les notations suivantes :� �(t) : �ot asso
ié à l'Hamiltonien H ; la traje
toire issue de (q0; p0) est don
 donnéepar (q(t); p(t)) = �(t) � (q0; p0)� �Æt : �ot du s
héma numérique pour un pas de temps Æt ; on notera r0 l'ordre dus
héma.Si le s
héma est symple
tique, alors pour tout r � r0, il existe Ætmax > 0 tel que pour tout0 � Æt � Ætmax, il existe des fon
tions Hr0+1, ..., Hr+1 dé�nies sur IRd � IRd telles que sie�(t) désigne le �ot de l'Hamiltonien modi�éeH(q; p) = H(q; p) + Ætr0Hr0+1(q; p) + � � � + ÆtrHr+1(q; p);on a l'estimation �Æt � (q; p) = e�(Æt) � (q; p) +O(Ætr+1);où le reste O(Ætr+1) est uniforme en (q; p) lorsque (q; p) varie dans un 
ompa
t de IRd�IRd.La preuve du résultat 
i-dessus peut être lue dans [28℄.En résumé, pour r � r0 (aussi grand qu'on veut) on peut 
onstruire, pour Æt assez petit,unHamiltonien modi�é eH tel que le �ot numérique �Æt soit pro
he à l'ordre r du �ot exa
tde eH. L'idée 
onsiste alors à estimer1. dans un premier temps l'erreur entre la moyenne spatiale hAi��1 ;���;�d et la moyennespatiale hAie�e�1 ;���;e�d où e�e�1;���;e�d est la mesure invariante sur le tore invariant de l'Ha-miltonien eH qui 
ontient la donnée initiale (q0; p0). Notons que la théorie KAM [3℄garantit l'existen
e de 
e tore invariant pour Æt petit sous des hypothèses d'analyti
itédes perturbations Hr0+1, ..., Hr+1 ;2. et dans un deuxième temps, l'erreur entre la moyenne spatiale hAie�e�1 ;���;e�d et lamoyenne temporelle 
al
ulée à l'aide du s
héma numérique.L'intérêt de 
ette appro
he est que l'erreur entre la traje
toire numérique et la traje
toireexa
te pour l'Hamiltonien eH 
roît en T Ætr (
ette propriété des s
hémas symple
tiques peutêtre lue dans [28℄) et peut don
 être rendue négligeable devant les autres termes 
omposantl'erreur totale en prenant par exemple r = 4r0.18Le s
héma velo
ity Verlet [23℄ utilisé dans la quasi-totalité des simulations de dynamique molé
ulaireest e�e
tivement symple
tique. 55



Sous des hypothèses mathématiques qui ne sont pas détaillées i
i (voir [e
26,e
27℄), nousmontrons que �����hAi��1 ;���;�d � 1Nmax + 1 NmaxXn=0 A(qn; pn)����� � C � 1T + Ætr0� (88)où T = Nmax Æt, où (qn; pn)n2j[0;Nmax℄j désigne la traje
toire numérique et où C est une
onstante qui dépend de l'observable A, de l'Hamiltonien H, et du s
héma d'intégration(mais pas de T et de Æt). Il est possible d'a

roître l'ordre de 
onvergen
e de l'erreur dueà la �nitude de T en �ltrant le signal t 7! A(q(t); p(t)). On obtient ainsi pour des poidswk;Nmaxn bien 
hoisis�����hAi��1 ;���;�d � 1Nmax + 1 NmaxXn=0 wk;Nmaxn A(qn; pn) ����� � C1(k; r0)T k + C2(k; r0) Ætr0 : (89)L'estimation d'erreur (89) est optimale en 
e sens que pour une 
olle
tion d'os
illateurs har-moniques non 
ouplés (pour presque tout 
hoix de paramètres, un tel système véri�e toutesles hypothèses sous lesquelles nous savons prouver les inégalités (88) et (89), voir [e
27℄),l'erreur varie bien en C1(k; r0)T k + C2(k; r0) Ætr0 ; il en est de même pour le problème deKepler à deux 
orps. Notons que les tests numériques montrent que la 
onstante C1(k; r0)
roît rapidement ave
 k (pour un système et un 
oût de 
al
ul donnés, il existe en fait unevaleur optimale de k).Les systèmes Hamiltoniens issus de la dynamique molé
ulaire ne sont pas intégrables etnotre résultat théorique ne s'applique don
 pas à 
es systèmes. Nous avons 
ependantvéri�é sur quelques exemples simples (problème de Kepler à trois 
orps, une parti
ule dansun double puits de potentiel en 2D) que les estimations d'erreur (88) et (89) restaientvalides sur des systèmes Hamiltoniens non intégrables, et que le 
adre d'appli
ation denotre résultat semble don
 pouvoir être étendu.Terminons 
ette se
tion par deux remarques :1. les systèmes molé
ulaires de grande taille (
omme les protéines) évoluent sur une sur-fa
e de potentiel qui présente de nombreux �bassins�, un bassin étant dé�ni 
ommeune zone de la surfa
e de potentiel dans laquelle le système séjourne en moyenne unlaps de temps important à l'é
helle des temps molé
ulaires avant que ne se produiseune transition rapide vers un autre bassin. Les te
hniques de dynamique molé
ulaireprésentées i
i sont e�
a
es pour é
hantillonner un bassin, mais pas l'intégralité de lasurfa
e de potentiel. En e�et, pour une 
ondition initiale et un temps total de simu-lation donnés, 
ertains bassins risquent d'être sur-é
hantillonnés alors que d'autresn'auront pas été visités ;2. il serait intéressant pour les appli
ations d'étendre le résultat que nous avons obtenupour les simulations dans l'ensemble mi
ro
anonique NVE aux simulations dans l'en-semble 
anonique NVT.Des travaux sont en 
ours dans 
es deux dire
tions.3.2 Modèles de 
ontinuumLa plupart des réa
tions 
himiques ou bio
himiques se déroulent en phase liquide et denombreuses preuves expérimentales 
on�rment que les e�ets de solvant jouent un r�le 
ru-
ial dans 
es pro
essus. Il est don
 fondamental de parvenir à modéliser le 
omportementde la phase liquide à l'é
helle molé
ulaire. Pour modéliser une molé
ule solvatée dans un56




adre quantique, la première idée 
onsiste à e�e
tuer un 
al
ul ab initio sur une supermolé-
ule, 
'est-à-dire sur un système molé
ulaire formé de la molé
ule de soluté et des quelquesmolé
ules de solvant qui l'entourent (Fig. 7). Mais 
ette méthode atteint vite ses limites 
arla présen
e d'intera
tions à longue portée fait qu'il est né
essaire de 
onsidérer un grandnombre de molé
ules de solvant pour obtenir un résultat réaliste, 
e qui fait rapidementexploser les temps de 
al
ul.
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Fig. 7 � H2CO en solution aqueuse : modèle de la supermolé
ule.En utilisant des potentiels empiriques plut�t que des potentiels issus de 
al
uls quantiques,on peut 
ertes simuler des systèmes de plusieurs millions d'atomes mais ave
 une grandein
ertitude sur la qualité des résultats, surtout si des réa
tions 
himiques se produisentdans le système. En outre, on ne peut pas simuler par 
e pro
édé des phénomènes mettantexpli
itement en jeu les éle
trons (propriétés optiques, magnétiques, ...).Les méthodes de 
ontinuum (Fig. 8) fournissent une alternative aux te
hniques de la super-molé
ule quantique et de la dynamique molé
ulaire 
lassique. Elles 
onsistent à 
onsidérerque l'ensemble des molé
ules de solvant peut être modélisé par un 
ontinuum diéle
triquequi agit sur la molé
ule de soluté en modi�ant les intera
tions éle
trostatiques entre les
harges qu'elle porte. Dans le modèle du 
ontinuum standard (le plus simple et le plusutilisé), la molé
ule de soluté est ainsi pla
ée dans une 
avité 
 représentant le �volume�qu'elle o

upe, le reste de l'espa
e étant 
onstitué d'un diéle
trique linéaire, homogèneet isotrope de 
onstante diéle
trique égale à la 
onstante diéle
trique ma
ros
opique dusolvant à fréquen
e nulle (qui vaut par exemple 78.6 pour l'eau à 298 K).L'énergie d'intera
tion entre deux distributions de 
harge �1 et �2 portées par la molé
ulede soluté, qui s'é
ritD(�1; �2) = ZIR3 �1�2 = ZIR3 �2�1; ave
 ���k = 4��kdans le vide, s'é
rit dans 
e 
ontexteEs(�1; �2) = ZIR3 �1V2 = ZIR3 �2V1;57
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Fig. 8 � H2CO en solution aqueuse : modèle du 
ontinuum.ave
 �div (�rVk) = 4��k (90)où �(x) = ( 1 si x 2 
;�s si x 2 IR3 n �
:Cela modi�e l'équilibre éle
trostatique de la molé
ule et don
 sa géométrie et ses propriétés.En introduisant l'énergie, dite de 
hamp de réa
tion,Er(�1; �2) = Es(�1; �2)�D(�1; �2) (91)l'énergie de Hartree-Fo
k (11) et l'énergie d'intera
tion internu
léaire s'é
rivent ainsi pourune molé
ule solvatéeEHFs (�) = EHF (�)�Er  MXk=1 zkÆ�xk ; ��!+ 12Er (��; ��) (92)et X1�k<l�M zk zlj�xk � �xlj +Er  MXk=1 zkÆ�xk ; MXk=1 zkÆ�xk! (93)(voir se
tion 1.1 pour les notations).Bien que 
es modèles puissent paraître un peu frustes au regard des modèles purementquantiques utilisés en phase gazeuse, ils donnent généralement de bons résultats, au moinssur des propriétés qualitatives, des tendan
es. Ils permettent en parti
ulier de 
al
uler ave
une pré
ision a

eptable divers phénomènes liés à la solvatation 
omme des modi�
ationsde 
onformation ou de 
on�guration, des shifts dans le spe
tre, des polarisabilités, ainsique des énergies de solvatation.Signalons qu'on peut utiliser des modèles mixtes supermolé
ule/
ontinuum [34℄ dans les-quels on pla
e dans la 
avité la molé
ule de solvant ainsi que quelques molé
ules de solutéqu'on traite par un modèle quantique. Cela permet notamment de mieux prendre en 
ompte
ertaines intera
tions spé
i�ques 
omme les liaisons hydrogènes, mais également de pouvoirsimuler des réa
tions 
himiques entre soluté et solvant. D'un point de vue te
hnique, unedes di�
ultés engendrées par l'utilisation d'un tel modèle dans un 
al
ul dynamique ou58



simplement d'optimisation de géométrie, 
on
erne l'é
hange de molé
ules entre la 
avitéet le 
ontinuum.Ma 
ontribution à l'étude numérique des modèles de 
ontinuum a eu lieu dans le 
adred'une 
ollaboration ave
 B. Mennu

i et J. Tomasi (Université de Pise) et a porté sur troisaspe
ts :1. la prise de 
ompte du phénomène d'es
aped 
harge ;2. l'extension du modèle de 
ontinuum standard à de nouveaux 
ontextes physiquestels les solvants anisotropes (
ristaux liquides, matri
es 
ristallines) et les solutionsioniques (liquides physiologiques) ;3. l'obtention de formules de dérivées analytiques de l'énergie totale par rapport aux
oordonnées nu
léaires en vue de l'optimisation de géométrie et du 
al
ul des modesde vibration d'une molé
ule solvatée (la di�
ulté de 
e problème vient du fait que la
avité molé
ulaire se déforme lorsqu'on dépla
e les noyaux).Les méthodes numériques que nous avons développées ont été programmées dans le logi
ielGaussian [24℄. Ces méthodes né
essitent la résolution d'équations intégrales posées sur lasurfa
e de la 
avité. Pour 
ertains 
al
uls, nous avons utilisé le mailleur BLMOL [41℄,développé à l'INRIA au sein du projet Gamma, pour mailler la surfa
e molé
ulaire.Phénomène d'es
aped 
hargePour évaluer les termes de la forme Er(�1; �2) apparaissant dans les expressions (92) et(93), les 
himistes utilisaient généralement la formule suivanteEPCMr (�1; �2) = Z� �PCM1 �2où � = �
 désigne la surfa
e de la 
avité, �k = �k ? 1jxj le potentiel généré dans le vide parla distribution de 
harge �k, et �PCM1 la densité de 
harge surfa
ique solution de l'équationintégrale �2��s + 1�s � 1 �D���PCM1 = ��1�nposée sur � ; ��1�n représente la dérivée normale sortante de �1 et D� l'opérateur intégraldé�ni par 8x 2 �; (D��) (x) = Z� �(y) ��nx � 1jx� yj� dy:Cette formule est exa
te (i.e. EPCMr (�1; �2) = Er(�1; �2)) lorsque �1 est à support dans 
,
e qui est e�e
tivement le 
as pour la distribution de 
harge représentant les noyaux maispas pour la distribution �� représentant les éle
trons qui est, elle, à support dans IR3. Dans
ertains 
as, �� est essentiellement lo
alisée dans 
 et l'erreur 
ommise en remplaçantEr(��; ��) par EPCMr (��; ��) est négligeable. Dans d'autres 
as, en parti
ulier pour lesions négatifs, l'erreur 
ommise n'est pas a

eptable. Comme le 
al
ul de la valeur exa
te deEr(��; ��) requiert des 
al
uls dans IR3 et non plus seulement sur l'interfa
e �, les 
himistespréféraient avoir re
ours à des méthodes ad ho
 pour tenter de prendre en 
ompte l'es
aped
harge. Dans [e
16℄, nous avons proposé de rempla
er EPCMr parEIEFr (�1; �2) = Z� �IEF1 �259



où la distribution de 
harge surfa
ique �IEF1 est solution de�2��s + 1�s � 1 �D�S�IEF1 = (�2� +D)�1et où les opérateurs intégraux S et D sont dé�nis respe
tivement par8x 2 �; (S�) (x) = Z� �(y)jx� yj dyet 8x 2 �; (D�) (x) = Z� �(y) ��ny � 1jx� yj� dy:L'énergie EIEFr (�1; �2) 
oïn
ide ave
 l'énergie Er(�1; �2) si �1 est à support dans 
 ; maisen outre et 
ontrairement à EPCMr , la fon
tionnelle bilinéaire EIEFr est symétrique (
ettepropriété est véri�ée par la fon
tionnelle �exa
te� Er), et on dispose de bornes sur l'erreur :EIEFr (�; �)� �s � 1�s "65 �4�3 �1=3 �1=3maxQ5=3ext � hS�1�ext; �exti�# � Er(�; �) � EIEFr (�; �)où Qext = ZIR3n
 �, �max = supIR3n
 j�j et �ext = �jIR3n
 ? 1jxj . L'inégalité est optimale (il y aégalité entre les trois termes) si la distribution de 
harge � est à support dans 
. On peutmontrer qu'en pratique (voir [e
16℄), on peut estimer la borne inférieure à l'aide de 
al
ulse�e
tués sur l'interfa
e � ex
lusivement. En outre, les tests numériques ont montré qu'ondiminue l'erreur d'un à deux ordres de grandeur en appro
hant Er(�; �) par EIEFr (�; �)plut�t que par EPCMr (�; �) (même en tenant 
ompte des 
orre
tions ad ho
 utilisées parles 
himistes).Solutions ioniques et solvant anisotropesAve
 Benedetta Mennu

i, nous étendons dans [e
05℄ le 
al
ul des énergies de 
hamp deréa
tion par méthodes intégrales à des généralisations du modèle de 
ontinuum polarisableadaptées aux 
adres des solutions ioniques et des solvants anisotropes.Les solutions ioniques sont des solutions 
omportant des ions mobiles qui ont pour e�etd'é
ranter les potentiels éle
trostatiques. Ce sont de bons modèles pour traiter la plupartdes solvants intervenant en biologie, et en parti
ulier les liquides physiologiques.Une solution ionique peut être dé
rite par un modèle de 
ontinuum dans lequel l'équationde Poisson (90) est rempla
ée par l'équation de Poisson-Bolzmann [33℄. On se limite i
i àla forme linéarisée de 
ette équation [61℄ qui s'applique aux solutions ioniques faiblement
hargées en ions et qui s'é
rit �div (�rVk) + ��2Vk = 4��k (94)ave
 �(x) = ( 1 si x 2 
;�s si x 2 IR3 n �
; et �(x) = ( 0 si x 2 
;�s si x 2 IR3 n �
:La 
onstante �s rend 
ompte de l'intensité de l'e�et d'é
ran ; 1=�s est la longueur de Debye[33℄. Le potentiel V solution de 
ette équation pour une 
harge pon
tuelle q pla
ée au 
entre60



d'une 
avité de rayon R est donné par l'expression analytiqueV (x) = 8>>>><>>>>: qjxj + q�(1 + �R)R � qR si jxj < R;q e��(jxj�R)�(1 + �R)jxj si jxj � R:Cette expression met 
lairement en éviden
e l'e�et d'é
ran induit par la présen
e du 
onti-nuum qui se manifeste par une dé
roissan
e exponentielle du potentiel.On peut par ailleurs étendre le modèle de 
ontinuum standard dé
rit par l'équation (90)aux 
as de solvants anisotropes dé�nis par une permittivité diéle
tique tensorielle. Onobtient alors l'équation de Poisson anisotrope�div (�= �rV ) = 4�� (95)la permittivité diéle
trique �=(x) n'étant plus i
i un 
hamp s
alaire mais un 
hamp detenseurs 3� 3 tel que �=(x) = 8<: I3= si x 2 
;�s= si x 2 IR3 n �
;(I3= est i
i le tenseur 3� 3 unité). Pour des raisons physiques le tenseur �s= est symétriqueet supérieur à l'unité. Les modèles de 
ontinuum anisotropes trouvent leur raison d'êtredans l'étude des 
ristaux liquides et des matri
es 
ristallines.Pour e�e
tuer des 
al
uls dans les solutions ioniques et les solvants anisotropes, les 
himistesutilisaient des méthodes de résolution par di�éren
es �nies 3D des équations (94) ou (95).Dans [e
05℄, nous proposons de 
al
uler numériquement l'énergie de 
hamp de réa
tionEr(�1; �2) ave
 �1 à support dans 
 par une méthode intégrale 2D, en utilisant l'expressionEr(�1; �2) = Z� �1�2où la densité de 
harge surfa
ique �1 est solution de l'équation intégraleA�1 = �gave
 A = (2� �De)S + Se (2� +D�) et g = (2� �De)�1 + Se��1�n ;où Se et De sont les opérateurs intégraux dé�nis par8x 2 �; (Se�) (x) = Z�Ge(x�y)�(y) dy; (De�) (x) = Z� �(y) ��ny (Ge(x� y)) dy;Ge désignant le noyau de Green de l'opérateur � 14�div (�s= � r) (pour les solvants aniso-tropes) ou de l'opérateur � 14�div (�sr)+ �s�2s4� (pour les solutions ioniques). Dans les deux
as, le noyau de Green Ge a une expression analytique simple, 
e qui rend la résolution del'équation intégrale 2D bien plus é
onomique que 
elle du problème 3D équivalent.Dérivées analytiques 61



Dans les 
al
uls d'optimisation de géométrie (re
her
he des 
onformations f�xkg1�k�M demoindre énergie), il est intéressant d'avoir a

ès aux dérivées de l'énergie éle
tronique parrapport aux 
oordonnées nu
léaires. Dans [e
06, e
07℄, nous étendons les formules dedérivées analytiques de l'énergie de Hartree-Fo
k dans le vide (voir [e
30℄, se
tions 18et 37) au 
adre des modèles de 
ontinuum (modèle standard, solution ionique et solvantanisotrope).Supposons que les distributions de 
harge �1 et �2 et la 
avité 
 dépendent de façonrégulière de n variables réelles (�1; � � � ; �n) qui peuvent être des 
oordonnées nu
léaires oudes paramètres d'une autre nature 
omme la température (dont dépend �s). On suppose enoutre que pour tout (�1; � � � ; �n), les distributions de 
harge �1(�1; � � � ; �n) et �2(�1; � � � ; �n)sont à support dans 
(�1; � � � ; �n).Intéressons-nous au 
al
ul des dérivées partielles���i (Er(�1; �2))de l'énergie Er(�1; �2) dé�nie par (91) par rapport aux �i en (�1; � � � ; �n) = (0; � � � ; 0) (pour�xer les idées). On pose pour simpli�er les notations � := �(0; � � � ; 0).Pour rendre 
ompte de la déformation de la 
avité lorsque les �i varient, on introduitla vitesse normale de dépla
ement de l'interfa
e pour la variable �i en (�1; � � � ; �n) =(0; � � � ; 0), dé�nie pour tout x 2 � par(U i� � n)(x) = ���i d (x;�(0; � � � ; 0; �i; 0; � � � ; 0)) ;d(x;�(�)) désignant la distan
e signée de x à �(�) :d(x;�(�)) = ( � inf fjy � xj; y 2 �(�)g si x 2 IR3 n �
(�)+ inf fjy � xj; y 2 �(�)g si x 2 
(�):Les méthodes traditionnellement utilisées par les 
himistes pour obtenir une expressionanalytique de la dérivée ���i (Er(�1; �2)) 
onsistent à dériver l'équation intégrale�2��s + 1�s � 1 �D�� � �1 = ��n ��1 ? 1jxj�après approximation par éléments �nis de frontière [2, 13, 14, 17, 68℄. Cette stratégie imposede �dériver le maillage� par rapport aux 
oordonnées nu
léaires 
e qui s'avère à la fois unsur
oût important en termes de temps de 
al
ul et une sour
e d'instabilités numériquesdi�
ile à 
ontr�ler.Nous proposons une appro
he alternative qui 
onsiste d'abord à dériver l'équation�div (�rV1) = 4��1de façon à exprimer �V1��i 
omme la solution de l'équation dérivée, formellement�div (��V1��i ) = div ( ����iV1) + 4���1��i ;puis à reporter 
ette quantité dans la dérivée de l'expression (91) :���i (Er(�1; �2)) = ZIR3 ��2��i (V1 � �1) + ZIR3 �2 ��V1��i � ��1��i � :62



On obtient au bout du 
ompte l'expression���i (Er(�1; �2)) = Z� �2���1=��i + Z� �1���2=��i + Z� �4� (U i� � n); (96)ave
 ���k=��i = ��k��i ? 1jxj�2��s + 1�s � 1 �D�� � �k = ��n ��k ? 1jxj�� = 16�2�s�s � 1 �1�2 + (�s � 1)(rV1)k(rV2)k; (97)(rVk)k(x) désignant la proje
tion du ve
teur rVk(x) sur le plan tangent en x à �. A lalimite �s = +1, on peut montrer qu'on a�1 = 16�2�1�2:On peut alors donner à l'intégraleZ� �14� (U i� � n) = Z� 4��1�2(U i� � n)une interprétation physique simple : l'intégrale R� 4��1�2(U i� � n) représente en e�et lapuissan
e des for
es de pression éle
trostatique p = 4��1�2 qui s'exer
ent sur les parois d'un
ondu
teur parfait [40℄. Quand la permittivité �s est grande devant 1, sans être in�nie19,la formule de dérivation appro
hée���iEr(�1; �2) ' Z� �2���1=��i + Z� �1���2=��i + 4��s�s � 1 Z� �1�2(U i� � n)s'avère donner de bons résultats [e
07℄. Ces formules permettent d'étendre les formulesde dérivation analytique au modèle de Hartree-Fo
k 
ouplé au modèle de 
ontinuum stan-dard. On voit don
 qu'on peut ainsi 
al
uler à moindre 
oût le gradient par rapport aux
oordonnées nu
léaires de l'énergie de la molé
ule en solution. Soulignons toutefois que
ette formule n'est qu'appro
hée :� elle n'est valable a priori que pour �s >> 1, même si son domaine de validité s'étendà quasiment tous les 
as ren
ontrés en pratique ;� elle ne tient pas 
ompte du phénomène d'es
aped 
harge.3.3 Un modèle rhéologique multi-é
helleLes modèles multi-é
helles qui sont présentés dans 
ette se
tion tentent de relier les 
ara
-téristiques rhéologiques d'un matériau à ses 
ara
téristiques physiques mi
ro ou mésos
o-piques, autrement dit de 
oupler la déformation ou l'é
oulement à l'é
helle ma
ros
opique àl'évolution de la mi
rostru
ture du matériau. Contrairement aux modèles phénomélogiquespurement ma
ros
opiques utilisés le plus souvent en rhéologie, 
es modèles permettentdon
 en théorie de mieux dé
rire les pro
essus physiques élémentaires responsables du
omportement rhéologique et sont potentiellement plus ri
hes que les modèles purementma
ros
opiques.Construire un modèle multi-é
helle est 
ependant une démar
he di�
ile : il s'agit d'iden-ti�er les é
helles auxquelles se déroulent les phénomènes responsables du 
omportement19Dans le 
as des solutions aqueuses, le plus important du point de vue des appli
ations, �s � 80 >> 1.63



ma
ros
opique, de 
hoisir de bonnes variables pour représenter la mi
rostru
ture, d'expri-mer le tenseur des 
ontraintes ma
ros
opiques en fon
tion de l'état de la mi
rostru
ture,et d'é
rire en�n une équation d'évolution sur les variables dé
rivant la mi
rostrure danslaquelle interviennent les 
ara
téristiques de l'é
oulement ma
ros
opique (en général le gra-dient de la vitesse ma
ros
opique ou le tenseur taux de déformation). Malgré 
es di�
ul-tés, des modèles 
onvain
ants ont pu être développés, notamment [10℄ dans le domaine del'é
oulement des solutions diluées de polymères (modèles de dumbbells, modèles de 
haînes,...) ou de polymères fondus (modèles de reptation, ...). La simulation numérique est dans
e 
adre un outil pré
ieux pour 
omparer les prédi
tions d'un modèle ave
 l'expérien
e etvalider ou in�rmer ainsi les hypothèses physiques qui ont servi à son élaboration ; 
ommeindiqué se
tion pré
édente, la simulation numérique peut également être utilisée pour 
alerles paramètres du modèle.En règle générale, les modèles rhéologiques multi-é
helles se présentent peu ou prou sousla forme suivante (pour un �uide in
ompressible)8>>>>>><>>>>>>: div u = 0���u�t + (u � r)u� = div �� = �pI + � �ru+ruT�+ ZIRM f(Q) (x;Q; t) dQUne équation de Fokker-Plan
k donnant l'évolution de  dans laquelle interviennent u et ru:Dans le système 
i-dessus, Q désigne l'ensemble desM variables utilisées pour dé
rire l'étatd'un des 
onstituants de la mi
rostru
ture (par exemple le ve
teur reliant les deux boutsde la ma
romolé
ule dans un modèle de dumbbell [10℄),  (x;Q; t) représente la densitéde probabilité de trouver, au point (ma
ros
opique) x et à l'instant t, un élément de lami
rostru
ture dans l'état Q, et f(Q) une fon
tion donnée dont l'espéran
e fournit letenseur de 
ontrainte ma
ros
opique ; les autres notations sont standard.Une fois le modèle rhéophysique multi-é
helle établi, on peut essayer d'en tirer une loi de
omportement purement ma
ros
opique, 
'est-à-dire d'éliminer le 
hamp  pour aboutir àun modèle autonome en u, p et �, ou d'homogénéiser mathématiquement le modèle. Celane mar
he malheureusement que des dans 
as très parti
uliers. Dans le 
as général, il fautou bien utiliser une hypothèse de 
l�ture, au prix d'une probable perte d'une partie de lapertinen
e physique du modèle, ou se tourner vers une simulation numérique dire
te dumodèle mi
ro-ma
ro.Dans 
e dernier 
as, il faut simuler 
onjointement les 
hamps u(x; t), p(x; t) et  (x;Q; t). Ladi�
ulté prin
ipale réside alors dans le fait que le 
hamp  dépend des variables d'espa
eet des M variables internes qui 
ara
térisent la mi
rostru
ture. Pour 
ertains modèles Mpeut être grand (plusieurs 
entaines pour les modèles de 
haînes polymériques de Rouseou de Kramers). Plusieurs voies sont possibles pour résoudre numériquement l'équationde Fokker-Plan
k : 
onstuire une base de l'espa
e des Q adaptée au problème et de re-lativement petite dimension (
'est 
e qui se pratique en 
himie quantique pour résoudrel'équation de S
hrödinger), ou bien [36, 50℄ se tourner vers des méthodes sto
hastiques,fondées sur l'interprétation probabiliste de l'équation de Fokker-Plan
k.Le modèle mésos
opique de suspension 
on
entrée proposé par Hébraud et Lequeux [30℄ estrelatif à un é
oulement de type Couette plan (�gure 1) dans lequel le taux de 
isaillementest uniforme en espa
e. Il est obtenu en divisant l'é
hantillon de matériau en un grandnombre de blo
s portant 
ha
un une 
ertaine 
ontrainte � et en faisant un 
ertain nombred'hypothèses sur l'évolution des 
ontraintes des di�érents blo
s, 
onduisant à l'équation64
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Fig. 9 � E
oulement de Couette plansuivante sur la densité de probabilité p(t; �) qu'un blo
 soit au temps t dans l'état de
ontrainte � :�tp(t; �) = �G0 _
(t) ��p(t; �) +D(p(t)) �2��p(t; �) (98)��IRn[��
;�
℄(�)T0 p(t; �) + 1T0  Zj�0j>�
 p(t; �0) d�0! Æ0où �IRn[��
;�
℄ désigne la fon
tion 
ara
téristique de l'ouvert IR n [��
; �
℄ et où pour f 2L1(IR), on note D(f) = �T0 Zj�j>�
 f(�) d�:Chaque terme de l'équation d'évolution 
i-dessus a une interprétation physique 
laire :1. lorsqu'un l'é
hantillon de matériau subit un taux de 
isaillement _
, la 
ontrainte dans
haque blo
 évolue ave
 un taux de variation G0 _
 (élasti
ité linéaire de 
haque blo
individuel) ;2. si la 
ontrainte � d'un blo
 dépasse en module une 
ertaine 
ontrainte 
ritique �
, 
eblo
 devient instable et peut relaxer dans l'état de 
ontrainte nulle. Cette relaxationse produit ave
 un temps 
ara
téristique T0 ;3. 
e phénomène s'a

ompagne d'un réarrangement de tous les blo
s, modélisé i
i parle terme de di�usion de 
ontrainte D(p(t)) �2��p(t; �).En�n, la 
ontrainte moyenne dans le matériau est donnée par �(t) = ZIR � p(t; �) d�.En pratique, le taux de 
isaillement n'est pas uniforme (le terme G0 _
 génère notammentdes ondes élastiques dans le �uide). A�n de mieux dé
rire le 
ouplage entre l'é
oulementma
ros
opique et l'évolution de la mi
rostru
ture, nous proposons don
 le modèle mi
ro-ma
ro suivant :8>>>>>>><>>>>>>>:
��tu(t; y) = �y�(t; y) + ��yyu(t; y)�tp(t; y; �) = �G0 �yu(t; y) ��p(t; y; �) + D(p(t; y)) �2��p(t; y; �)� �IRn[��
;�
℄(�)T0 p(t; y; �) + 1T0  Zj�0j>�
 p(t; �0; y) d�0! Æ0(�)�(t; y) = ZIR � p(t; y; �) d�: (99)Dans les équations 
i-dessus, u(t; y) désigne la 
omposante selon ex de la vitesse (l'é
ou-lement étant supposé laminaire et in
ompressible, la vitesse du �uide est né
essairementde la forme ~u = u(t; y) ex, et la pression ne joue au
un r�le pour 
ette géométrie d'é
ou-lement), � la masse volumique du �uide et � un 
oe�
ient de vis
osité positif ou nul. Ce65



système d'équations doit être 
omplété par les 
onditions limites de non glissement( u(t; 0) = 0 pour presque tout t ;u(t; L) = V (t) pour presque tout t:puisque dans l'expérien
e la plaque inférieure (y = 0) reste immobile, tandis que la plaquesupérieure (y = L) est en mouvement à la vitesse V (t).Ave
 Isabelle Catto et Yousra Gati, nous étudions dans [e
28℄ l'équation (98). Il s'agitd'une équation parabolique non linéaire qui présente la parti
ularité de dégénérer en l'équa-tion d'adve
tion linéaire lorque p(t) reste à support dans [��
; �
℄ ; 
'est 
ette dégénes
en
equi est à l'origine des prin
ipales di�
ultés te
hniques. En parti
ulier, si on prend 
omme
ondition initiale p(0; �) = 12�℄��
;�
[ et qu'on 
onsidère le 
as où _
 = 0, l'équation (98)admet une in�nité de solutions dans C0t (L1�).Dans [e
28℄, nous montrons notamment le résultat suivantThéorème 10 L'équation (98) 
omplétée par la 
ondition initiale p(0; �) = p0(�) ave
p0 2 L1(IR) \ L1(IR); p0 � 0; ZIR p0 = 1; ZIR j�jp0 < +1; D(p0) > 0;admet une solution positive ou nulle et une seule, notée p, dans L1t (L2�)\L2t (H1�). De plus,p 2 L1(L1�) \ L1t;lo
(L1� ) et on a presque partout en tempsZIR p(t; �) d� = 1:Le fait d'imposer p0 2 L1(IR), p0 � 0, ZIR p0 = 1 vient de 
e que p0 est une densité deprobabilité sur IR ; 
es propriétés sont propagées par l'équation. La 
ontrainte p0 2 L1(IR)est une hypothèse te
hnique raisonnable elle aussi propagée par l'équation. La 
onditionD(p0) > 0 
orrespond au 
as �non dégénéré�. Dans le 
as �dégénéré� où D(p0) = 0, nousobtenons des résultats d'existen
e et de non-uni
ité dans C0t (L1� \ L1� ). Nous parvenons
ependant à 
onstruire une solution parti
ulière dé�nie de manière unique 
omme la limitede solutions de vis
osité évanes
ente.Une étude théorique du système 
ouplé (99) portant sur l'existen
e et l'uni
ité de la solutionen temps long, et sur la 
onvergen
e vers les solutions stationnaires pour V (t) 
onstant,est en 
ours.Nous nous intéressons par ailleurs à la simulation numérique du système (99), notre obje
tifétant de valider (ou d'invalider, puis d'améliorer) le modèle d'Hébraud et Lequeux. Nousmettons en ÷uvre des te
hniques d'assimilation de données pour tenter d'ajuster au mieuxles paramètres du modèle sur un premier é
hantillon de données expérimentales, puis noustestons les 
apa
ités du modèle à reproduire un autre é
hantillon de données expérimen-tales indépendant du premier. Jusqu'à une date ré
ente, les seules données expérimentalesdisponibles étaient issues de mesures rhéométriques traditionnelles [67℄ ne re�étant qu'unemoyenne spatiale du 
omportement du matériau. Le dispositif expérimental ré
emmentmis en pla
e au LMSGC à Champs-sur-Marne permet d'e�e
tuer des mesure IRM au seindu matériau, 
e qui donne a

ès aux pro�ls de vitesse dans le rhéomètre (i.e. au 
hampu(t; y)). Cette étude numérique implique Yousra Gati, Claude Le Bris et moi-même et sefait en partenariat ave
 Philippe Coussot. Il s'agit également d'un travail en 
ours.66



Signalons que pour résoudre numériquement l'équation parabolique véri�ée par p, nousavons 
omparé deux appro
hes, l'une déterministe (et basée sur une te
hnique d'operatorsplitting [25℄), l'autre sto
hastique. Cette dernière appro
he est d'un intérêt limité pour le
as 1D que nous traitons, mais présente l'avantage de pouvoir être transposée très simple-ment en dimension supérieure : dans la version 3D du modèle, la variable � est un tenseursymétrique 3�3 et vit don
 dans un espa
e ve
toriel de dimension 6 ; il est alors intéressantd'avoir re
ours à une méthode sto
hastique. Le prin
ipe de 
ette appro
he est de re
on-naître dans l'équation d'évolution de p l'équation de Fokker-Plan
k d'un 
ertain pro
essussto
hastique, puis d'utiliser un s
héma numérique de résolution d'équations di�érentiellessto
hastiques pour simuler le pro
essus en question. Dans le 
as qui nous o

upe, le pro-
essus sto
hastique asso
ié à l'équation d'évolution de p est un pro
essus de di�usion nonlinéaire au sens de M
Kean ave
 sauts se produisant au taux 1T0 quand j�j > �
.Con
lusions et perspe
tivesLa simulation molé
ulaire est aujourd'hui un 
hamp de re
her
he très a
tif qui trouve desappli
ations dans de nombreux domaines (
himie, s
ien
e des matériaux, nanote
hnologies,biologie) et 
onstitue une part importante des simulations numériques, toutes dis
iplines
onfondues20.Assez paradoxalement, on ne 
ompte pourtant à 
e jour que peu de 
ontributions de ma-thémati
iens appliqués à la simulation molé
ulaire, qui regorge pourtant de problèmesmathématiques et numériques passionants. Un de mes obje
tifs s
ienti�ques prin
ipauxest de favoriser les intera
tions entre 
es deux dis
iplines.Au 
ours de 
es dernières années, j'ai pu établir de nombreux 
onta
ts ave
 de 
her
heursdéveloppant des méthodes et des 
odes de 
al
ul de simulation molé
ulaire ou utilisant 
es
odes pour des appli
ations. Ces 
onta
ts m'ont permis d'identi�er un 
ertain nombres dequestions sur lesquelles l'analyse mathématique et l'analyse numérique sont sus
eptiblesd'apporter des avan
ées signi�
atives.Les quatre exemples de la 
onvergen
e des algorithmes SCF (se
tions 1.1 et 1.2), de l'ana-lyse des fon
tions d'onde éle
troniques (se
tion 1.4), du 
ontr�le par laser des pro
essusmolé
ulaires (se
tion 2.3) et des modèles de 
ontinuum (se
tions 3.2) montrent d'une partque des 
ollaborations interdis
iplinaires fru
tueuses ave
 des physi
iens et des 
himistespeuvent être instaurées dans 
e domaine, et d'autre part que, fait non surprenant, les ma-thématiques appliquées peuvent jouer un r�le dans le développement de nouvelles méthodesnumériques spé
i�quement adaptées à la simulation molé
ulaire. En parti
ulier, 
ertainsdes algorithmes que j'ai mis au point ont été intégrés au logi
iel Gaussian, qui est à l'heurea
tuelle le 
ode de 
himie quantique le plus di�usé dans le monde a
adémique 
ommedans le monde industriel (environ 10 000 li
en
es). J'ai par ailleurs parti
ipé à ou animédes 
ontrats de re
her
he en 
himie molé
ulaire ave
 l'IPSN (Institut de Prote
tion et deSûreté Nu
léaire), l'IFP (Institut Français du Pétrole) et EDF (Ele
tri
ité de Fran
e).Une expli
ation possible à l'intérêt modéré que les mathémati
iens appliqués ont manifestéjusqu'i
i pour la simulation molé
ulaire est qu'il s'agit d'une dis
ipline assez di�
ile d'a

ès
ar elle est peu enseignée dans les formations de mathématiques appliquées et qu'il n'existepas d'ouvrage d'introdu
tion spé
iquement destiné à 
e le
torat. Pour tenter de remédierà 
ela, nous avons voulu, ave
 Claude Le Bris et Yvon Maday, fa
iliter le premier a

ès àla simulation molé
ulaire aux mathémati
iens appliqués qui le désirent en élaborant deux20A titre ane
dotique, le moteur de re
her
he Google renvoie environ 127 000 réponses pour �
omputa-tional �uid dynami
s� et 168 000 pour �mole
ular dynami
s�.67



traités d'initiation à 
ette dis
ipline, à deux niveaux di�érents (
her
heurs débutants ouexpérimentés) :1. un 
ours de DEA de mathématiques appliquées qui sera soumis pro
hainement à unéditeur,2. un long 
hapitre d'introdu
tion (référen
e [e
30℄) au volume X du Handbook ofnumeri
al analysis, volume dédié à la simulation molé
ulaire.Dans les années à venir, je souhaite poursuivre mon a
tivité dans les domaines suivants� 
onstru
tion d'algorithmes rapides pour le 
al
ul de stru
tures éle
troniques ; parmiles voies explorées, 
itons les méthodes de linear s
aling ([e
30℄, se
tion 36), de dé-
omposition de domaine, et de bases réduites [e
19℄ ; 
es travaux s'e�e
tuent dans le
adre d'un 
ontrat EDF ave
 Maxime Barrault, Guy Ben
teux21, Véronique Duwig22et Claude Le Bris, et en 
ollaboration ave
 Yvon Maday et Gabriel Turini
i ;� interprétation des fon
tions d'ondes éle
troniques, dans la 
ontinuité des travauxprésentés se
tion 1.4 ;� 
al
uls MCSCF [63℄ d'états éle
troniques ex
ités (ave
 Mathieu Lewin22 et Eri
Séré23) ;� 
al
uls de grandeurs thermodynamiques par dynamique molé
ulaire (se
tion 3.1) ;� 
ouplage de modèles 
lassiques et quantiques (ave
 Gilles Zérah23) ;� analyse des 
al
uls de stru
tures éle
troniques par méthode de Monte Carlo quantique[29℄ (ave
 Mi
hel Ca�arel24 et Tony Lelièvre).Pour mener à bien 
ertains de 
es projets, il est né
essaire de disposer d'un 
ode de 
al-
ul �able, performant et fa
ile à modi�er. Nous avons 
hoisi l'option de développer uneplateforme de simulation molé
ulaire dans le 
adre du projet INRIA Mi
ma
25.Outre 
ette a
tivité en simulation molé
ulaire, je souhaite m'intéresser à d'autres problèmesmulti-é
helles n'impliquant pas l'é
helle atomique :� rhéologie des �uides 
omplexes (se
tion 3.3) ;� modélisation de la rupture des gommes (il s'agit d'une étude en 
ours ave
 ClaudeLe Bris et Tony Lelièvre dans le 
adre d'un 
ontrat industriel) ;� �ltration du sang ; 
e projet implique Jean-Frédéri
 Gerbeau26 et Andro Mikeli¢27et s'e�e
tue en partenariat ave
 Jean-Lu
 Wautier, de l'INTS (Institut National deTransfusion Sanguine) ; il s'agit d'optimiser le pro
essus de �ltration des globulesblan
s, ve
teurs potentiels d'agents pathogènes (virus, ba
téries) et sour
es de réa
-tions immunitaires indésirables, des po
hes de sang destinées à être transfusées. Lamodélisation de 
e phénomène au niveau mi
ros
opique fait intervenir des équationsde transport réa
tif dans un milieu �breux aléatoire.
21Sineti
s, groupe I23, EDF R&D Clamart22CEREMADE, Université Paris IX Dauphine23Servi
e de Physique de la matière 
ondensée, CEA24Laboratoire de Chimie Théorique, CNRS et Université Paris VI25Modèles et Ingénierie du Cal
ul Multi-é
helle : de l'Atome au Continuum26Projet BANG, INRIA27UFR de Mathématiques, Université Lyon I 68



Référen
es[1℄ M.P. Allen and D.J. Tildesley, Computer simulation of liquids, Oxford S
ien
e Publi-
ations 1987.[2℄ J. Andzelm, C. Kölmel and A. Klamt, In
orporation of solvent e�e
ts into density fun
-tional 
al
ulations of mole
ular energies and geometries, J. Chem. Phys. 103 (1995)9312-9320.[3℄ V.I. Arnold, Mathemati
al methods of 
lassi
al me
hani
s, Springer 1989.[4℄ A. Assion, T. Baumert, M. Bergt, T. Brixner, B. Kiefer, V. Seyfried, M. Strehle, and G.Gerber, Control of 
hemi
al rea
tions by feedba
k-optimized phase-shaped femtose
ondlaser pulses S
ien
e 282 (1998) 919-929.[5℄ J.E. Avron and I.W. Herbst, Spe
tral and s
attering theory of S
hrödinger operatorsrelated to the Stark e�e
t, Commun. Math. Phys. 52 (1977) 239-254.[6℄ G.B. Ba
skay, A quadrati
ally 
onvergent Hartree-Fo
k (QC-SCF) method. Appli
ationto 
losed shell systems, Chem. Phys. 61 (1961) 385-404.[7℄ R. Balian, From mi
rophysi
s to ma
rophysi
s ; methods and appli
ations of statisti
alphysi
s, Springer 1991.[8℄ A.D. Be
ke, Density-fun
tional thermo
hemistry. III. The role of exa
t ex
hange, J.Chem. Phys. 98 (1993) 5648-5652.[9℄ C. Bernardi and Y. Maday, Approximations spe
trales de problèmes aux limites ellip-tiques, Springer 1992.[10℄ R.B. Bird, C.F. Curtiss, R.C. Armstrong and O. Hassager, Dynami
s of polymeri
liquids, Vol. 2, Wiley 1987.[11℄ O. Bokanowski, Formalisation mathématique de la théorie de la fon
tionnelle de ladensité, Thèse de l'Université Paul Sabatier, Toulouse, 1996.[12℄ J.-F. Bonnans, J.-C. Gilbert, C. Lemaré
hal and C. Sagastizabal, Optimisation Nu-mérique : aspe
ts théoriques et pratiques, Springer 1997.[13℄ R. Cammi and J. Tomasi, Analyti
 derivatives for mole
ular solutes I. Hartree-Fo
kenergy �rst derivatives with respe
t to external parameters in the polarizable 
ontinuummodel, J. Chem. Phys. 100 (1994) 7495-7502.[14℄ R. Cammi and J. Tomasi, Analyti
al derivatives for mole
ular solutes II. Hartree-Fo
kenergy �rst and se
ond derivatives with respe
t to nu
lear 
oordinates, J. Chem. Phys.101 (1994) 3888-3897.[15℄ G. Chaban, M.W. S
hmidt, and M.S. Gordon, Approximate se
ond order method fororbital optimization of SCF and MCSCF wavefun
tions, Theor. Chem. A

. 97 (1997)88-95.[16℄ C. Cohen-Tannoudji, B. Diu et F. Laloë, Mé
anique quantique, en 2 tomes, Hermann1977.[17℄ M. Cossi, B. Mennu

i and R. Cammi, Analyti
al �rst derivatives of mole
ular surfa
eswith respe
t to nu
lear 
oordinates, J. Comp. Chem. 17 (1996) 57-73.[18℄ C.E. Dateo and H. Metiu, Numeri
al solution of the time-dependent S
hrödinger equa-tion in spheri
al 
oordinates by Fourier-transformation methods, J. Chem. Phys. 95(1991) 7392-7400.[19℄ C.M. Dion, A.D. Bandrauk, O. Atabek, A. Keller, H. Umeda and Y. Fujimura, Two-Frequen
y IR Laser Orientation of Polar Mole
ules. Numeri
al simulations for HCN,Chem. Phys. Lett. 302 (1999) 215-223. 69



[20℄ M. Doi and S.F. Edwards, The theory of polymer dynami
s, International series ofmonographs in Physi
s, Oxford S
ien
e Publi
ations 1986.[21℄ R.M. Dreizler and E.K.U. Gross, Density fun
tional theory, Springer 1990.[22℄ T.H. Fis
her and J. Almlöf, General methods for geometry and wave fun
tion optimi-zation, J. Phys. Chem. 96 (1992) 9768-9774.[23℄ D. Frenkel and B. Smit, Understanding mole
ular simulation, A
ademi
 Press 1996.[24℄ M.J. Fris
h, G.W. Tru
ks, H.B. S
hlegel, G.E. S
useria, M.A. Robb, J.R. Cheeseman,V.G. Zakrzewski, J.A. Montgomery, R.E. Stratmann, J.C. Burant, S. Dappri
h, J.M.Millam, A.D. Daniels, K.N. Kudin, M.C. Strain, O. Farkas, J. Tomasi, V. Barone,M. Cossi, R. Cammi, B. Mennu

i, C. Pomelli, C. Adamo, S. Cli�ord, J. O
hterski,G.A. Petersson, P.Y. Ayala, Q. Cui, K. Morokuma, D.K. Mali
k, A.D. Rabu
k, K.Raghava
hari, J.B. Foresman, J. Cioslowski, J.V. Ortiz, B.B. Stefanov, G. liu, A. Lia-shenko, P. Piskorz, I. Kpmaromi, G. Gomperts, R.L. Martin, D.J. Fox, T. Keith, M.A.Al-Laham, C.Y. Peng, A. Nanayakkara, C. Gonzalez, M. Challa
ombe, P.M.W. Gill,B.G. Johnson, W. Chen, M.W. Wong, J.L. Andres, M. Head-Gordon, E.S. Replogleand J.A. Pople, Gaussian 98 (Revision A.7), Gaussian In
., Pittsburgh PA 1998.[25℄ R. Glowinski and P. Le Talle
 Augmented Lagrangian and Operator-Splitting Methodsin Nonlinear Me
hani
s, SIAM Studies in Applied Mathemati
s 1989.[26℄ T. Grabo, T. Kreibi
h, S. Kurth, and E.K.U. Gross, Orbital fun
tionals in densityfun
tional theory : the optimized e�e
tive potential method, in V.I. Anisimov Ed.,Strong Coulomb 
orrelations in ele
troni
 stru
ture 
al
ulations : beyond the Lo
alDensity Approximation, Gordon and Brea
h, Amsterdam 2000, 203 - 311.[27℄ G.A. Hagedorn, A time-dependent Born-Oppenheimer approximation, Commun.Math. Phys. 77 (1980) 77-93.[28℄ E. Hairer, Ch. Lubi
h and G. Wanner, Geometri
 numeri
al integration. Stru
ture-preserving algorithms for ordinary di�erantial equations, Springer 2002.[29℄ B.L. Hammond, W.A. Lester Jr., and P.J. Reynolds,Monte Carlo methods in ab initioquantum 
hemistry, World s
ienti�
 1994.[30℄ P. Hébraud and F. Lequeux, Mode-Coupling Theory for the Pasty Rheology of SoftGlassy, Phys. Rev. Lett. 81 (1998) 2934-2937.[31℄ G. He
henblaikner, O.M. Maragò, E. Hodby, J. Arlt, S. Hopkins, and C.J. Foot, Obser-vation of the S
issors Mode and Eviden
e for Super�uidity of a Trapped Bose-EinsteinCondensed Gas, Phys. Rev. Lett. 85 (2000) 692-695.[32℄ W.J. Hehre, L. Radom, P.v.R. S
hleyer and J.A. Pople, Ab initio mole
ular orbitaltheory, Wiley 1986.[33℄ B. Honig and A. Ni
holls, Classi
al ele
trostati
s in Biology and Chemistry, S
ien
e268 (1995) 1144-1149.[34℄ M.M. Karelson and M.C. Zerner, Theoreti
al treatment of solvent e�e
ts on ele
troni
spe
tros
opy, J. Phys. Chem. 96 (1992) 6949-6957.[35℄ T. Kato, Perturbation theory for linear operators, Springer 1980.[36℄ R. Keunings, Advan
es in the Computer Modeling of the Flow of Polymeri
 Liquids,Comp. Fluid Dyn. J. 9 (2001) 449-458.[37℄ R. Koslo�, S.A. Ri
e, P. Gaspard, S. Tersigni and D.J. Tannor, Wavepa
ket dan
ing :a
hieving 
hemi
al sele
tivity by shaping light pulse, Chem. Phys. 139 (1989) 201-220.[38℄ J.B. Krieger, Yan Li and G.J. Iafrate, Constru
tion and appli
ation of an a

uratelo
al spin-polarized Kohn-Sham potential with integer dis
ontinuity : Ex
hange-onlytheory, Phys. Rev. A 45 (1992) 101-126.70



[39℄ L. Landau et E. Lif
hitz, Mé
anique quantique, 3e édition, Editions MIR 1974.[40℄ L. Landau et E. Lif
hitz, Ele
trodynamique des milieux 
ontinus, 2e édition, EditionsMIR 1990.[41℄ P. Laug and H. Borou
haki, BLMOL, mole
ular surfa
e mesher, Projet Gamma, IN-RIA Ro
quen
ourt.[42℄ E.H. Lieb, Density Fun
tional for Coulomb systems, Int. J. Quant. Chem. 24 (1983)243-277.[43℄ E.H. Lieb, Bound on the maximum negative ionization of atoms and mole
ules, Phys.Rev. A 29 (1984) 3018-3028.[44℄ E.H. Lieb and B. Simon, The Hartree-Fo
k theory for Coulomb systems, Commun.Math. Phys. 53 (1977) 185-194.[45℄ P.-L. Lions, Solutions of Hartree-Fo
k equations for Coulomb systems, Comm. Math.Phys. 109 (1987) 33-97.[46℄ R. M
Wenny, The density matrix in self-
onsistent �eld theory I. Iterative 
onstru
tionof the density matrix, Pro
. R. So
. London Ser. A 235 (1956) 496-509.[47℄ R. M
Weeny, Methods of mole
ular quantum me
hani
s, 2nd edition, A
ademi
 Press1992.[48℄ H.-D. Meyer, U. Manthe and L.S. Cederbaum, The multi-
on�gurational time-dependent Hartree approa
h, Chem. Phys. Lett. 165 (1990) 73.[49℄ Z. Mi
halewi
z, Geneti
 algorithms + data stru
ture = evolution programs, Springer,1999.[50℄ H.C. Öttinger, Sto
hasti
 pro
esses in polymeri
 �uids, Spinger 1996.[51℄ R.G. Parr and W. Yang, Density-fun
tional theory of atoms and mole
ules, OxfordUniversity Press 1989.[52℄ A. Pier
e, M.A. Dahleh and H. Rabitz, Optimal Control of Quantum Me
hani
al Sys-tems : Existen
e, Numeri
al Approximations, and Appli
ations, Phys. Rev. A 37 (1988)4950-4964.[53℄ P. Pulay, Improved SCF 
onvergen
e a

eleration, J. Comp. Chem. 3 (1982) 556-560.[54℄ M. Reed and B. Simon, Methods of modern mathemati
al physi
s - IV : Analysis ofoperators, A
ademi
 Press 1978.[55℄ C.C.J. Roothaan, New developments in mole
ular orbital theory, Rev. Mod. Phys. 23(1951) 69-89.[56℄ H. Sakai, C. P. Safvan, J. J. Larsen, K. M. Hilligsoe, K. Hald, and H. Stapelfeldt,Controlling the alignment of neutral mole
ules by a strong laser �eld, J. Chem. Phys.110 (1999) 10235-10238.[57℄ V.R. Saunders and I.H. Hillier, A "level-shifting" method for 
onverging 
losed shellHartree-Fo
k wave fun
tions, Int. J. Quantum Chem. 7 (1973) 699-705.[58℄ A. Savin, Probablity distributions and valen
e shells in atoms, in Reviews of ModernQuantum Chemistry. A Celebration of the Contributions of Robert G Parr, K. D. SenEd. (World S
ienti�
, 2002) 43.[59℄ J.A. Sethian, Level Set Methods and Fast Mar
hing Methods : Evolving Interfa
es inComputational Geometry, Fluid Me
hani
s, Computer Vision, and Materials S
ien
es(Cambridge University Press, 1999).[60℄ R.T. Sharp and G.K. Horton, Phys. Rev. 90 (1953) 317.71



[61℄ J. Shen and J. Wendoloski, Ele
trostati
 binding energy 
al
ulation using the �nite-di�eren
e solution to the linearized Poisson-Boltzmann equation : assesment of itsa

ura
y, J. Comput. Chem. 17 (1996) 350-357.[62℄ R. Shepard, Elimination of the diagonalization bottlene
k in parallel dire
t-SCF me-thods, Theor. Chim. A
ta 84 (1993) 343-351.[63℄ R. Shepard, The MCSCF method, Adv. Chem. Phys. 69 (1993) 63-200.[64℄ B. Silvi and A. Savin, Classi�
ation of 
hemi
al bonds based on topologi
al analysis ofele
tron lo
alization fun
tions, Nature 371 (1994) 683-686.[65℄ J.C. Slater, Quantum theory of mole
ules and solids. Vol. 4 : the self-
onsistent �eldfor mole
ules and solids, M
Graw-Hill 1974.[66℄ J.D. Talman and W.F. Shadwi
k, Optimized e�e
tive atomi
 
entral potential, Phys.Rev. A 14 (1976) 36-40.[67℄ R.I. Tanner and K. Walters, Rheology : an histori
al perspe
tive, Elsevier 1998.[68℄ T.N. Truong and E.V. Stefanovi
h, Analyti
al �rst and se
ond energy derivatives ofthe generalized 
ondu
torlike s
reening model for free energy of solvation, J. Chem.Phys. 103 (1995) 3709-3717.[69℄ Weitao Wang and Qin Wu, Dire
t method for optimized e�e
tive potentials in density-fun
tional theory, Phys. Rev. Lett. 89 (2002) 143002.[70℄ M.C. Zerner and M. Hehenberger, A dynami
al damping s
heme for 
onverging mo-le
ular SCF 
al
ulations, Chem. Phys. Letters 62 (1979) 550-554.[71℄ Rapport de l'A
adémie des S
ien
es, S
ien
es aux temps ultra
ourts ; de l'atose
ondeaux petawatts, Rapport sur la s
ien
e et la te
hnologie, Septembre 2000.

72


